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Acquisition des données

Sources de données

Les sources de données sont multiples et produisent, selon le cas,
une quantité variable d’information à représenter. À mesure que
cette quantité augmente, les techniques traditionnelles de visualisation
(nuage de points, histogramme, etc.) deviennent insuffisantes.

On verra dans ce chapitre différentes approches rendant possible la
visualisation d’un ensemble de données de grande taille.
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Acquisition des données

Sources de données

La provenance des données peut être répartie en trois catégories :

Monde réel (données obtenues par observation)
Simulations théoriques (données obtenues par modélisation)
Monde artificiel (données obtenues par élaboration manuelle)

La quantité de données à représenter dépend essentiellement du
nombre de paramètres d’intérêt et du nombre de mesures à
considérer.
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Acquisition des données

Sources de données

Monde réel
Imagerie médicale, information géographique
Météorologie, données sismiques
Astronomie

Simulations théoriques
Architecture, données financières
Dynamique des fluides, design automobile, modèles économiques

Monde artificiel
Dessins, mise en page
Infographie télévisuelle
Films d’animation, effets spéciaux
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Acquisition des données

Représentation des données

Les données à visualiser sont souvent représentées comme un
sous-ensemble de l’espace Rn+m où n est le nombre de variables
indépendantes et m est le nombre de variables dépendantes.

Domaine Données

Rn Rm

⇥
Variables

indépendantes
Variables

dépendantes

} Données
à visualiser Rn+m2

Si les données sont continues, il sera nécessaire de procéder à un
échantillonnage. En effet, les techniques de visualisation considèrent
que l’information n’est disponible qu’à des positions discrètes
dans l’espace.

Analyse de données 7 / 120



Acquisition des données

Représentation des données

Les techniques de visualisation à utiliser sont choisies selon la
dimension du domaine (variable indépendante) et la dimension des
données (variable dépendante).

Considérons les exemples suivants :

1 La température le long d’une tige en métal
2 L’altitude à la surface d’un continent
3 Un flot d’air 2D
4 Un flot d’air 3D
5 La concentration d’oxygène dans l’air

Analyse de données 8 / 120



Acquisition des données

Représentation des données
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Acquisition des données

Le domaine

L’espace où reposent les données (l’espace des variables
indépendantes) est le domaine et les points du domaine où des
données sont disponibles sont les échantillons.

En visualisation, on s’intéressera principalement à trois
caractéristiques du domaine :

sa dimension ;
l’influence des données sur leur voisinage
la connectivité entre les échantillons
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Acquisition des données

Le domaine

Les variables indépendantes formant les dimensions du domaine
peuvent être continues ou discrètes. Dans le cas des variables
continues, il faudra procéder à un échantillonnage.

De plus, si le nombre de variables indépendantes est supérieur à
deux, il faudra nécessairement effectuer une projection pour rendre
possible la visualisation des données sur un écran 2D. Une projection
pourra causer des problèmes d’occultation et ainsi créer des
ambiguïtés dans le résultat visuel.
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Acquisition des données

Le domaine

La valeur des échantillons peut aussi servir à définir des données
pour le reste du domaine. Les échantillons pourront alors avoir trois
types d’influence sur leur voisinage :

Influence ponctuelle : seul l’échantillon courant est considéré
pour attribuer les nouvelles valeurs

Influence locale : un échantillon a un impact sur les données aux
points du domaine situés dans le voisinage de celui-ci.

Influence globale : chaque échantillon influence l’ensemble des
autres points dans le domaine, peu importe la distance avec
celui-ci.
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Acquisition des données

Le domaine

Considérons dans un premier temps le cas de l’influence ponctuelle.

Pour obtenir des données à chaque point du domaine à partir d’un
ensemble d’échantillons, on peut construire un diagramme de
Voronoï à partir des échantillons.
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Acquisition des données

Le domaine

Un diagramme de Voronoï est une décomposition du domaine en
régions construites autour des échantillons. Chaque région
contient un et un seul échantillon et sa région peut être perçue comme
étant la zone d’influence de celui-ci dans le domaine.

Une région contient l’ensemble des points du domaine qui sont plus
prêts d’un échantillon que de tous les autres.
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Acquisition des données

Le domaine

Il s’agit donc d’une partition de l’espace Rn en régions Ri où chaque
point du domaine dans la région Ri se verra assigner la valeur de la
donnée à l’échantillon i .

Section 7.2
COMPUTING THE VORONOI DIAGRAM

on !. There cannot be a site in the interior of this circle: such a site would be
closer to q than q is to !, contradicting the fact that q is on the beach line. It
follows that the point q is a vertex of the Voronoi diagram. This is not very
surprising, since we observed earlier that the breakpoints on the beach line trace
out the Voronoi diagram. So when an arc disappears from the beach line and
two breakpoints meet, two edges of the Voronoi diagram meet as well. We call
the event where the sweep line reaches the lowest point of a circle through three
sites defining consecutive arcs on the beach line a circle event. From the above
we can conclude the following lemma.

Lemma 7.7 The only way in which an existing arc can disappear from the beach
line is through a circle event.

Now we know where and how the combinatorial structure of the beach line
changes: at a site event a new arc appears, and at a circle event an existing
arc drops out. We also know how this relates to the Voronoi diagram under
construction: at a site event a new edge starts to grow, and at a circle event
two growing edges meet to form a vertex. It remains to find the right data
structures to maintain the necessary information during the sweep. Our goal
is to compute the Voronoi diagram, so we need a data structure that stores
the part of the Voronoi diagram computed thus far. We also need the two
‘standard’ data structures for any sweep line algorithm: an event queue and a
structure that represents the status of the sweep line. Here the latter structure is
a representation of the beach line. These data structures are implemented in the
following way.

We store the Voronoi diagram under construction in our usual data struc-
ture for subdivisions, the doubly-connected edge list. A Voronoi diagram,
however, is not a true subdivision as defined in Chapter 2: it has edges
that are half-lines or full lines, and these cannot be represented in a doubly-
connected edge list. During the construction this is not a problem, because
the representation of the beach line—described next—will make it possible
to access the relevant parts of the doubly-connected edge list efficiently
during its construction. But after the computation is finished we want to
have a valid doubly-connected edge list. To this end we add a big bounding
box to our scene, which is large enough so that it contains all vertices of
the Voronoi diagram. The final subdivision we compute will then be the
bounding box plus the part of the Voronoi diagram inside it.

The beach line is represented by a balanced binary search tree T; it is the
status structure. Its leaves correspond to the arcs of the beach line—which
is x-monotone—in an ordered manner: the leftmost leaf represents the
leftmost arc, the next leaf represents the second leftmost arc, and so on.
Each leaf µ stores the site that defines the arc it represents. The internal
nodes of T represent the breakpoints on the beach line. A breakpoint is
stored at an internal node by an ordered tuple of sites 〈pi, p j〉, where pi
defines the parabola left of the breakpoint and p j defines the parabola to the
right. Using this representation of the beach line, we can find in O(logn) 155

[2]
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Acquisition des données

Le domaine

Pour les problèmes d’influences locale et globale, on utilisera
l’interpolation afin d’obtenir des valeurs à chaque point du domaine.
On définira donc une fonction ayant les particularités suivantes :

1 Aux échantillons, la fonction retournera exactement la valeur de
la donnée connue.

2 Aux autres points du domaine, la fonction retournera une
moyenne pondérée des valeurs des échantillons.
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Acquisition des données

Le domaine

La contribution de chaque échantillon dans le calcul de la moyenne
dépendra d’une fonction de poids. Habituellement, celle-ci sera
décroissante à mesure que la distance par rapport à un
échantillon augmente.

Dans le cas de l’influence locale, si la distance entre un point
quelconque du domaine et un échantillon est trop grande, la fonction
de poids sera nulle.
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Acquisition des données

Le domaine

Visuellement, une augmentation de la largeur du voisinage à
considérer aura un effet de flou sur les données interpolées.

[9]
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Acquisition des données

Les données

Tout comme pour les points du domaine, on s’intéresse aux
caractéristiques des données. Les principales sont

le type et la dimension des données
l’étendue des valeurs possibles

Les types de données habituels sont les scalaires, les vecteurs et les
tenseurs.
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Acquisition des données

Les données

Idéalement, chaque échantillon n’est représenté que par une seule
valeur. Cette situation est plus facilement visualisable. Si plusieurs
valeurs sont disponibles aux échantillons (données vectorielles ou
tensorielles), il devient difficile de trouver une bonne visualisation.

La suite de ce chapitre traitera du prétraitement des données à haute
dimension pour en permettre l’affichage.
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Acquisition des données

Les données

Les données peuvent être qualitatives ou quantitatives.

Les données qualitatives peuvent être triées (selon un ordre
nominal), mais ne permettent pas d’établir une distance entre les
mesures. Il est seulement possible de vérifier si deux valeurs sont
égales.

Les données quantitatives peuvent quant à elles être triées selon
leur valeur numérique. Elles permettent aussi de définir une distance
entre les mesures de même qu’en déterminer l’étendue. Elles peuvent
être continues ou discrètes.
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Acquisition des données

Données à haute dimension

L’augmentation de la puissance de calcul et de l’espace de stockage
des ordinateurs a mené à une augmentation de la taille des ensembles
de données.

Ainsi, plusieurs champs des sciences reposent maintenant sur notre
capacité à analyser et visualiser des données à haute dimension.
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Acquisition des données

Données à haute dimension

On fait alors face à deux problèmes :

1 La visualisation des données devient sujette à des
ambiguïtés si le nombre de dimensions dépasse deux.

2 À mesure que le nombre de dimensions augmente, les données
deviennent de plus en plus éparpillées dans l’espace.
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Acquisition des données

Données à haute dimension

Considérons l’exemple suivant où l’on s’intéresse à l’âge des gens
dans une population.

Âge

La représentation graphique ne présente aucune ambiguïté puisqu’il
est possible de représenter des données 1D sur une surface 2D.
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Acquisition des données

Données à haute dimension

Ajoutons une deuxième variable : le nombre de chatons des gens
dans la population.

Âge

C
ha
to
ns

Le graphique ne laisse à nouveau aucune place au doute. Les
données ont deux dimensions et on les représente sur une surface 2D.
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Acquisition des données

Données à haute dimension

Un problème survient si on ajoute une troisième dimension : le
nombre de jambes des gens dans la population.

Âge

C
ha
to
ns

Ja
m
be
s

Il devient alors ardu de connaître la position réelle des points
dans l’espace 3D en raison d’une mauvaise projection sur la surface
de visualisation 2D.
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Acquisition des données

Données à haute dimension

Intéressons-nous maintenant à une autre situation : on dispose de 10
observations 1D (le long d’un axe).

Intelligent Sensor Systems
Ricardo Gutierrez-Osuna
Wright State University

2

The “curse of dimensionality”
Refers to the problems associated with multivariate data analysis as the 
dimensionality increases

Consider a 3-class pattern recognition problem
Three types of objects have to be classified based on the value of a 
single feature:

A simple procedure would be to 
Divide the feature space into uniform bins
Compute the ratio of examples for each class at each bin and, 
For a new example, find its bin and choose the predominant class in that bin

We decide to start with one feature and divide the real line into 3 bins
Notice that there exists a lot of overlap between classes ⇒ to improve 
discrimination, we decide to incorporate a second feature

Dimensionality reduction

x1x1

Si on découpe l’axe en trois régions, on a une moyenne de 3.3
données par région.
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Acquisition des données

Données à haute dimension

Si on conserve le même nombre d’échantillons, mais cette fois-ci
réparti dans un espace 2D découpé en 9 régions, on obtient

Intelligent Sensor Systems
Ricardo Gutierrez-Osuna
Wright State University

3

Moving to two dimensions increases the number of bins from 3 
to 32=9

QUESTION: Which should we maintain constant?
The density of examples per bin? This increases the number of examples from 
9 to 27
The total number of examples? This results in a 2D scatter plot that is very 
sparse

Moving to three features …
The number of bins grows to 33=27
To maintain the initial density of examples,
the number of required examples grows to 81
For the same number of examples the
3D scatter plot is almost empty

Dimensionality reduction

x1

x2 Constant density Constant # examples

x1

x2

x1

x2

x3

On constate que les données sont beaucoup plus éparpillées dans
l’espace et présentent une moyenne de 1.1 données par région.
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Acquisition des données

Données à haute dimension

En conservant le même nombre d’échantillons, si on passe à un
espace 3D séparé en 27 régions, on constate un éparpillement
encore plus prononcé avec une moyenne de 0.37 donnée par région.

Intelligent Sensor Systems
Ricardo Gutierrez-Osuna
Wright State University

3

Moving to two dimensions increases the number of bins from 3 
to 32=9

QUESTION: Which should we maintain constant?
The density of examples per bin? This increases the number of examples from 
9 to 27
The total number of examples? This results in a 2D scatter plot that is very 
sparse

Moving to three features …
The number of bins grows to 33=27
To maintain the initial density of examples,
the number of required examples grows to 81
For the same number of examples the
3D scatter plot is almost empty

Dimensionality reduction

x1

x2 Constant density Constant # examples

x1

x2

x1

x2

x3

Ainsi, moins la densité des données est grande dans le domaine,
moins la représentation graphique sera utile et pertinente.
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Acquisition des données

Réduction de la dimension

La solution à ces deux problèmes est alors simple : il faut trouver une
représentation plus compacte pour les données à haute dimension
afin d’en faciliter l’affichage.

Mathématiquement, cela revient à trouver, pour une variable aléatoire
de dimension p, x = (x1, . . . , xp), une représentation de dimension
inférieure s = (s1, . . . , sk ) (avec k < p) qui conserve le plus possible
l’information des données originales.
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Acquisition des données

Réduction de la dimension

Deux approches existent pour réduire la dimension d’un espace Rp à
un espace Rk :

La sélection des axes : un sous ensemble de taille k des axes
originaux est conservé, les autres sont éliminés :

(x1, x2, . . . , xp)
sélection−−−−−→ (xi1 , xi2 , . . . , xik )

L’extraction de caractéristiques : k nouveaux axes sont créés à
partir des axes originaux :

(x1, x2, . . . , xp)
extraction−−−−−→ (y1, y2, . . . , yk )
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Acquisition des données

Réduction de la dimension

L’approche par sélection des axes est simple, mais un peu barbare.
Au prix d’un peu plus de travail, on peut obtenir de bien meilleurs
résultats avec l’extraction de caractéristiques.

L’objectif de l’extraction de caractéristiques et de représenter le plus
fidèlement possible les échantillons dans un espace de plus faible
dimension. On s’intéressera à deux familles de méthodes : les
méthodes linéaires et les méthodes non linéaires.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Analyse en composantes principales

L’analyse en composantes principales (ACP) est une méthode
d’analyse des données qui consiste à transformer des variables
corrélées en nouvelles variables décorrélées les unes des autres.
Ces nouvelles variables sont nommées composantes principales, ou
axes principaux.

Elle permet de réduire l’information en un nombre de
composantes plus limité que le nombre initial de variables.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Rappels mathématiques

Soit X1 =
{

x11 , x12 , . . . , x1n

}
avec x1i ∈ R, un ensemble de données.

On définit trois mesures statistiques simples :

la moyenne : X̄1 =

∑n
i=1 x1i

n
;

l’écart type : sX1 =

√∑n
i=1(x1i − X̄1)2

n − 1

la variance : s2
X1

=

∑n
i=1(x1i − X̄1)2

n − 1
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Rappels mathématiques

Les trois mesures précédentes étaient calculées à partir d’un seul
ensemble de données. Imaginons qu’on dispose d’une deuxième
série de données sur la même population, notée X2. On se retrouve
ainsi avec des données à deux dimensions.

Pour voir s’il existe une relation entre X1 et X2, on définit le concept de
covariance :

cov(X1,X2) =

∑n
i=1(x1i − X̄1)(x2i − X̄2)

n − 1
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Rappels mathématiques

La covariance se calcule toujours entre deux dimensions. Si on
dispose de données à n dimensions (avec n > 2), on doit généraliser
le concept. Celui-ci devient la matrice de variance-covariance :

C =




var(X1) cov(X1,X2) · · · cov(X1,Xn)

cov(X2,X1)
. . . · · · ...

...
...

. . .
...

cov(Xn,X1) · · · · · · var(Xn)



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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Rappels mathématiques

Seules les matrices carrées peuvent posséder des vecteurs
propres, mais toutes n’en ont pas nécessairement. Si une matrice
n × n possède des vecteurs propres, alors elle en possèdera
exactement n.

Finalement, une propriété cruciale pour la suite des choses et que
tous les vecteurs propres associés à une matrice sont
orthogonaux.

Il sera possible d’exprimer les données dans un repère dont les
axes seront définis par les vecteurs propres, plutôt que dans le
repère cartésien.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Principe de fonctionnement

Considérons le problème suivant : on souhaite représenter tous les
points de dimension d d’un ensemble {x1, . . . ,xn} par un seul point
x0.

Plus spécifiquement, on cherche le vecteur x0 qui minimise la
somme du carré des distances, notée J0(x0), entre x0 et tous les
autres vecteurs xk , où

J0(x0) =
n∑

k=1

|x0 − xk |2 .
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Principe de fonctionnement

On peut facilement vérifier que J0(x0) est minimal lorsque x0 = m, où
m est le vecteur moyen de l’ensemble {x1, . . . ,xn} :

m =
1
n

n∑

k=1

xk .
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Principe de fonctionnement

Se limiter à la moyenne (un vecteur dans Rd ) pour représenter les
données n’illustre toutefois pas la variabilité de celles-ci.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Principe de fonctionnement

Une représentation beaucoup plus intéressante peut être obtenue en
projetant les données sur une droite passant par la moyenne m.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Principe de fonctionnement

Soit e le vecteur directeur de cette droite. L’équation de celle-ci est
donc x = m + a · e, avec a ∈ R.

Pour un vecteur directeur e donné, on peut trouver une valeur ak
pour chaque point xk de l’ensemble qui minimise la distance entre
xk et la droite. On note par {a1, . . .an} l’ensemble des valeurs ak .
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Principe de fonctionnement

Cet ensemble optimal de coefficients sera obtenu en minimisant la
somme du carré des distances J1(a1, . . . ,an,e) :

J1(a1, . . . ,an,e) =
n∑

k=1

|(m + ak · e)− xk |2

=
n∑

k=1

|ake− (xk −m)|2

=
n∑

k=1

a2
k |e|2 − 2

n∑

k=1

aket (xk −m) +
n∑

k=1

|xk −m|2
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Principe de fonctionnement

Partant du principe que |e| = 1, on obtient par dérivation partielle que

ak = et (xk −m).

Cela nous amène à l’autre problème qui est de trouver la meilleure
direction pour la droite, et donc le vecteur directeur e. Cette direction
est obtenue grâce à la matrice de dispersion S, qui s’apparente
beaucoup à la matrice de variance-covariance vue précédemment :

S =
1

n − 1

n∑

k=1

(xk −m)(xk −m)t .
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Principe de fonctionnement

En effet, en substituant les valeurs optimales de ak dans la mesure J1,
on obtient

J1(e) =
n∑

k=1

a2
k − 2

n∑

k=1

a2
k +

n∑

k=1

|xk −m|2

= −etSe + |xk −m|2

Ainsi, le vecteur e minimisant J1 maximise aussi etSe.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Principe de fonctionnement

En maximisant etSe, on trouve que e doit être un vecteur propre de
la matrice de dispersion. En particulier, on choisira le vecteur propre
correspondant à la plus grande valeur propre de S.

En d’autres mots, pour trouver la meilleure représentation 1D d’un
ensemble de points dans Rd , il suffit de les projeter sur une droite
passant par le point moyen et ayant comme direction le premier
vecteur propre de S.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Principe de fonctionnement

Ce résultat peut être généralisé à une projection à d ′ dimensions
au lieu d’une seule. La meilleure projection sera obtenue sur d ′ axes
définis par les d ′ vecteurs propres de S associés aux d ′ plus grandes
valeurs propres.

Ce changement de repère est possible en raison de l’orthogonalité
des vecteurs propres.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Principe de fonctionnement
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Principe de fonctionnement

L’analyse en composantes principales réduit la dimension d’un espace
en trouvant les directions selon lesquelles les données sont les
plus dispersées.

Les vecteurs formant la base du nouveau repère sont appelés les
composantes principales.
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Exemple : Figures propres

Supposons que nous avons une base de donnée d’images (ex : des images de
visage). On cherche à classifier un objets en se basant sur cette base d’images :
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Exemple : Figures propres

Une recherche exhaustive parmi cette base de donnée serait trop longue. On voudrait
réduire l’espace de recherche :

Nous exprimerons notre
requête dans une
sous-espace de la base
d’image.
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Exemple : Figures propres

Imaginons un très grand ensemble d’images de deux pixels
(dimensions) sans lien sémantique (bleu). Supposons que nous
voulons effectuer une recherche de visage. Nous ne choisirons que les
images de visage (fort lien sémantique) :
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Exemple : Figures propres

L’ACP nous permet d’effectuer un changement
de base représentatif des données en utilisant
les valeurs et vecteurs propres de l’ensemble
de donnée.

La force du lien entre les images nous permet d’abandonner la composante
(dimension) faible (v2).

Moins de données à traiter ;

Très efficace dans un cas à N dimensions.
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Exemple : Figures propres

On cherche la base orthonormée v représentant
le mieux les données :

S =
1
n

n∑
k=1

((x0 − xk ) · (x0 − xk ))

= AAT

N

(1)

On construit une matrice contenant toutes les images
xk ← Les n images xk , k ∈ 1,N, (vecteurs colonne de p
pixels);

On calcule l’image moyenne de toutes les images
x0 ← Moyenne des n images;

On soustrait l’image moyenne de toutes les images
A← Les n images x − x̄ ;

On calcule la matrice de covariance AAT

S ←
1
n

n∑
k=1

((x0 − xk ) · (x0 − xk ))←
AAT

n − 1
;

Extraction des vecteurs (v ) et valeurs (λ) propres par SVD
v, λ← SVD(S);

En seuillant les λ, on peut ne
conserver que les v principaux
représentant l’ensemble de
donnée.
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Exemple : Figures propres

1 L’ACP nous permet d’exprimer les images par une combinaison d’images
clés.

2 L’ACP nous donne des images représentatives de l’espace
3 Filtrer les vecteurs propres nous permet d’obtenir un sous-espace réduit.
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Exemple : Figures propres

L’ACP extrait les vecteurs propres (
v1,v2, . . . ,vp) de S (où p est le
nombre de dimensions (pixels)).

Chacun de ces vecteurs est une
direction dans le sous-espace
de figures.
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Exemple : Figures propres

Soit x une image d’entrée.

On projette alors l’image centrée-réduite (x − x̄) sur chacun des vecteurs propres (v).

On forme alors une combinaison linéaire de figures propres nous permettant de calculer la
projection de x sur le sous-espace de figures propres.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Exemple d’application

On s’intéresse maintenant aux étapes de la réalisation d’une
analyse en composantes principales sur un ensemble de données.

Étape 1 : Obtenir des données

Dans cet exemple, on utilisera des données à deux dimensions
seulement afin d’être en mesure de bien les visualiser dans leur
espace original.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Exemple d’application

x1 x2
2.5 2.4
0.5 0.7
2.2 2.9
1.9 2.2
3.1 3.0
2.3 2.7
2.0 1.6
1.0 1.1
1.5 1.6
1.1 0.9

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

Analyse de données 61 / 120
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Exemple d’application

Étape 2 : Centrer les données

Cette étape consiste à soustraire le vecteur moyen m de chaque
donnée. Le résultat est un nouvel ensemble de données dont la
moyenne est 0.

Dans le cas présent, on trouve que m = (m1,m2) = (1.81,1.91).
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Exemple d’application

x1 −m1 x2 −m2
0.69 0.49
-1.31 -1.21
0.39 0.99
0.09 0.29
1.29 1.09
0.49 0.79
0.19 -0.31
-0.81 -0.81
-0.31 -0.31
-0.71 -1.01
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Exemple d’application

Étape 3 : Calculer la matrice de dispersion

On évalue la matrice de dispersion S (ou la matrice de
variance-covariance) à l’aide de la formule donnée précédemment.

Dans le cas présent, on trouve

S =

[
0.616556 0.615444
0.615444 0.716556

]
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Exemple d’application

Étape 4 : Calculer les vecteurs et valeurs propres de S

En évaluant les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de
dispersion, on trouve les axes principaux du nuage de points.

Dans le cas présent, on trouve

v1 =

[
0.677873
0.735179

]
et v2 =

[
−0.735179
0.677873

]

qui sont associés aux valeurs propres λ1 = 1.28403 et λ2 = 0.04908.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Exemple d’application

Pour la suite du processus, il est important que les vecteurs propres
soient normalisés.
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Le vecteur propre avec la plus grande valeur propre est la première
composante principale associée aux données. Celui-ci illustre la
tendance principale entre les différentes dimensions.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Exemple d’application

L’utilité de cette méthode repose sur la possibilité d’ignorer les
composantes de moindre importance et ainsi exprimer les données
dans un espace de plus petite dimension.

Pour obtenir cette nouvelle représentation, on forme une matrice F
dont les colonnes sont les d ′ premiers vecteurs propres.

Ici, on conservera seulement un vecteur propre :

F =

[
0.677873
0.735179

]
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Exemple d’application

Étape 5 : Changement de repère

C’est ici que l’on obtient le nouvel ensemble de données D′ exprimé
dans un espace de dimension réduite.

Soit D = {x1, . . . ,xn}, l’ensemble des données originales centrées et F
la matrice des vecteurs propres. On définit D′ comme

D′ = Ft × Dt .

On obtiendra alors les données originales exprimées selon les
vecteurs propres choisis.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Exemple d’application

En conservant seulement un vecteur propre, on passe de données
2D à des données 1D :

x
0.82797
-1.77758
0.992198
0.27421
1.6758

0.912949
-0.0991096
-1.14457

-0.438046
-1.22382
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1.0
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Analyse en composantes principales

Exemple d’application

Étape 6 : Retour au repère original

On ramène ici les données de dimension réduite dans leur domaine
original afin de pouvoir les visualiser dans le contexte prévu. Soient
D′′ ces données, on les obtient par l’équation

D′′ = (St × D′t ) + m
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Positionnement multidimensionnel
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Positionnement multidimensionnel

Principe de fonctionnement

À la base de la technique de positionnement multidimensionnel, il y a
la notion de distance. On doit disposer d’une matrice dont les
éléments sont les distances entre chaque échantillon.
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Positionnement multidimensionnel

Principe de fonctionnement

Soit X = {x1, . . . ,xn} un ensemble de données de dimension d et
Y = {y1, . . . ,yn} une représentation de X dans un espace de
dimension inférieure d ′.

On note par δij la distance entre les échantillons xi et xj et dij la
distance entre yi et yj .
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Réduction de la dimension : méthodes linéaires Positionnement multidimensionnel

Principe de fonctionnement

On cherche une configuration de points image {y1, . . . ,yn} pour
laquelle les valeurs dij sont les plus près possibles des distances δij .

10.14. LOW-DIMENSIONAL REPRESENTATIONS AND MULTIDIMENSIONAL SCALING (MDS)59

x1

x2

x3

y1

y2

xi xj

yi
yj

dij

δij

Figure 10.25: The distance between points in the original space are δij while in the
projected space dij . In practice, the source space is typically of very high dimension,
and the mapped space of just two or three dimensions, to aid visualization. (In order
to illustrate the correspondence between points in the two spaces, the size and color
of each point xi matches that of its image yi.

normalized so that their minimum values are invariant to dilations of the sample
points. While Jee emphasizes the largest errors (regardless whether the distances δij
are large or small), Jff emphasizes the largest fractional errors (regardless whether
the errors |dij−δij | are large or small). A useful compromise is Jef , which emphasizes
the largest product of error and fractional error.

Once a criterion function has been selected, an optimal configuration y1, . . . ,yn

is defined as one that minimizes that criterion function. An optimal configuration
can be sought by a standard gradient-descent procedure, starting with some initial
configuration and changing the yi’s in the direction of greatest rate of decrease in the
criterion function. Since

dij = ‖yi − yj‖,

the gradient of dij with respect to yi is merely a unit vector in the direction of yi−yj .
Thus, the gradients of the criterion functions are easy to compute:

∇yk
Jee =

2∑
i<j

δ2ij

∑

j !=k

(dkj − δkj)
yk − yj

dkj

∇yk
Jff = 2

∑

j !=k

dkj − δkj

δ2kj

yk − yj

dkj

∇yk
Jef =

2∑
i<j

δij

∑

j !=k

dkj − δkj

δkj

yk − yj

dkj
.

The starting configuration can be chosen randomly, or in any convenient way that
spreads the image points about. If the image points lie in a d̂-dimensional space,

[3]
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Principe de fonctionnement

Il sera généralement impossible de trouver un ensemble {y1, . . . ,yn}
tel que dij = δij pour tout i et j . En ce sens, il est nécessaire d’établir
un critère de comparaison entre les configurations.

La somme du carré des différences s’avère être, encore une fois, un
choix approprié.

Jee =

∑
i<j
(
dij − δij

)2

∑
i<j δ

2
ij

Jff =
∑

i<j

(
dij − δij

δij

)2

Jef =
1∑

i<j δij

∑

i<j

(
dij − δij

)2

δij
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Principe de fonctionnement

Il faut noter que ces critères ne sont basés que sur les mesures de
distance, ils sont ainsi invariants aux transformations affines sur
les configurations {y1, . . . ,yn}.

Une fois qu’un critère a été choisi, on cherche une configuration qui
le minimise. Cette minimisation peut être obtenue à l’aide d’une
descente de gradient, par exemple.
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Principe de fonctionnement

À titre d’exemple, considérons 30 échantillons répartis uniformément le
long d’une spirale 3D :

x1(k) = cos
k√
2

x2(k) = sin
k√
2

x3(k) =
k√
2

avec k = 0, . . . ,29.

On cherche une représentation pertinente en 2D.

60 CHAPTER 10. UNSUPERVISED LEARNING AND CLUSTERING

then a simple and effective starting configuration can be found by selecting those d̂
coordinates of the samples that have the largest variance.

The following example illustrates the kind of results that can be obtained by these
techniques. The data consist of thirty points spaced at unit intervals along a spiral
in three-dimensions:

x1(k) = cos(k/
√

2)

x2(k) = sin(k/
√

2)

x3(k) = k/
√

2, k = 0, 1, . . . , 29.

Figure 10.26 shows a the three-dimensional data. When the Jef criterion was used,
twenty iterations of a gradient descent procedure produced the two-dimensional con-
figuration shown at the right. Of course, translations, rotations, and reflections of
this configuration would be equally good solutions.

1
0

1

5

10

15

20

x1

x2

x3

Figure 10.26: Thirty points of the form (cos(k/
√

2), sin(k/
√

2), k/
√

2)t for k =
0, 1, . . . , 29 are shown at the left. Multidimensional scaling using the Jef criterion
(Eq. 105) and a two-dimensional target space leads to the image points shown at the
right. This lower-dimensional representation shows clearly the fundamental sequential
nature of the points in the original, source space.

In non-metric multidimensional scaling problems, the quantities δij are dissimi-
larities whose numerical values are not as important as their rank order. An ideal
configuration would be one for which the rank order of the distances dij is the same as
the rank order of the dissimilarities δij . Let us order the m = n(n−1)/2 dissimilarities

so that δi1j1 ≤ · · · ≤ δimjm
, and let d̂ij be any m numbers satisfying the monotonicity

constraintmono-
tonicity
constraint d̂i1j1 ≤ d̂i2j2 ≤ · · · ≤ d̂imjm

. (106)

In general, the distances dij will not satisfy this constraint, and the numbers d̂ij

will not be distances. However, the degree to which the dij satisfy this constraint is
measured by

Ĵmon = min
d̂ij

∑

i<j

(dij − d̂ij)
2, (107)

[3]
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Exemple d’application

Considérons le problème suivant : en observant une carte
géographique, on s’intéresse aux distances séparant certaines
villes. Si on a accès à une règle, on peut facilement mesurer celles-ci.

Une solution mathématique est aussi disponible : connaissant les
coordonnées (xa, ya) et (xb, yb) de deux villes a et b, on peut évaluer la
distance euclidienne entre elles :

dab =
√

(xa − xb)2 + (ya − yb)2.
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Exemple d’application

Attardons-nous maintenant au problème inverse : en connaissant
seulement les distances δij entre les villes, est-il possible de retrouver
la carte ?

C’est ce que suggère de faire le positionnement multidimensionnel. Au
lieu d’utiliser des algorithmes itératifs d’optimisation, voyons une
méthode faisant appel aux outils de l’algèbre linéaire...
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Exemple d’application

Étape 1 : Obtenir la matrice des proximités au carré P(2)

L’algorithme de positionnement multidimensionnel repose sur notre
capacité à retrouver les coordonnées des points yi en ne connaissant
que les distances δij .

Dans l’exemple suivant, on dispose des distances entre quatre villes
du Danemark sur une carte : Copenhague (cph), Aarhus (aar), Odense
(ode) et Aalborg (aal). Comme il s’agit de distance sur une carte, on
sera à la recherche d’une représentation 2D pour les points.
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Exemple d’application

La carte des distances étant

cph aar ode aal
cph 0 93 82 133
aar 93 0 52 60
ode 82 52 0 111
aal 133 60 111 0

On trouve que la matrice des proximités au carré est

P(2) =




0 8649 6724 17689
8649 0 2704 3600
6724 2704 0 12321

17689 3600 12321 0



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Exemple d’application

Étape 2 : Centrer les données de distance

On définit la matrice de centrage J = I − 1
n 1n×n.

J =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


−

1
4




1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1




=




0.75 −0.25 −0.25 −0.25
−0.25 0.75 −0.25 −0.25
−0.25 −0.25 0.75 −0.25
−0.25 −0.25 −0.25 0.75



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Exemple d’application

On l’applique ensuite sur P(2) pour obtenir la matrice des distance
centrées B avec la formule B = −1

2JP(2)J.

B = −1
2

JP(2)J

=




5035.06 −1553.06 258.938 −3740.94
−1553.06 507.813 5.3125 1039.94
258.938 5.3125 2206.81 −2471.06
−3740.94 1039.94 −2471.06 5172.06



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Exemple d’application

Étape 3 : Extraire les valeurs propres et vecteurs propres de B

Pour obtenir une représentation à d ′ dimensions pour l’ensemble de
points {y1, . . . ,yn}, on trouve les d ′ plus grandes valeurs propres λi
ainsi que les vecteurs propres vi qui leur sont associés.
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Exemple d’application

Dans le cas présent, comme on cherche une représentation 2D, on
se contente de trouver λ1 et λ2 accompagnés de v1 et v2 :

v1 =




−0.63716
0.186621
−0.253117
0.703656


 et v2 =




0.586498
−0.213917
−0.706315
0.333734




qui sont associés aux valeurs propres λ1 = 9724.17 et λ2 = 3160.99.
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Exemple d’application

Étape 4 : Obtenir les coordonnées de l’ensemble {y1, . . . ,yn}
Soit D la matrice des coordonnées des points de dimension d ′ de
l’ensemble {y1, . . . ,yn}. On l’obtient avec la formule

D = Vd ′L
1
2
d ′ ,

où Vd ′ est la matrice des d ′ vecteurs propres, tandis que L
1
2
d ′ est la

matrice diagonale des racines carrées des d ′ plus grandes valeurs
propres de B.
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Exemple d’application

Dans le cas présent, on a donc

D =




−0.63716 0.586498
0.186621 −0.213917
−0.253117 −0.706315
0.703656 0.333734


×

[
98.6112 0

0 56.2226

]

=




−62.8311 32.9745
18.4029 −12.027
−24.9602 −39.7109
69.3884 18.7634



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Exemple d’application

Visuellement, ce résultat correspond à

æ
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Rappelons que si on avait souhaité un résultat de dimension
supérieure, il aurait suffit de considérer plus que deux vecteurs
propres.
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Isomap

1 Acquisition des données

2 Réduction de la dimension : méthodes linéaires

3 Réduction de la dimension : méthodes non linéaires
Isometric Feature Mapping
Locally Linear Embedding

4 Références

Analyse de données 90 / 120



Réduction de la dimension : méthodes non linéaires Isometric Feature Mapping

Principe de fonctionnement

L’objectif des approches non linéaires de réduction de la dimension est
toujours le même : trouver une représentation significative à basse
dimension pour un ensemble de points de dimension élevée.

Toutefois, à l’opposé des méthodes précédentes, les deux techniques
suivantes, Isomap et Insertion linéaire locale, proposent de mieux
approximer la structure géométrique réelle de l’ensemble des
données.
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Principe de fonctionnement

[1]
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Principe de fonctionnement

La méthode Isomap combine les avantages algorithmiques du
positionnement multidimensionnel (basse complexité, optimisation
globale, garantie de convergence) tout en ayant la flexibilité
nécessaire pour s’adapter aux structures non linéaires.
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Pour illustrer les problématiques associées aux structures non
linéaires, considérons l’exemple du rouleau suisse :

converts distances to inner products (17),
which uniquely characterize the geometry of
the data in a form that supports efficient
optimization. The global minimum of Eq. 1 is
achieved by setting the coordinates yi to the
top d eigenvectors of the matrix !(DG) (13).

As with PCA or MDS, the true dimen-
sionality of the data can be estimated from
the decrease in error as the dimensionality of
Y is increased. For the Swiss roll, where
classical methods fail, the residual variance
of Isomap correctly bottoms out at d " 2
(Fig. 2B).

Just as PCA and MDS are guaranteed,
given sufficient data, to recover the true
structure of linear manifolds, Isomap is guar-
anteed asymptotically to recover the true di-
mensionality and geometric structure of a
strictly larger class of nonlinear manifolds.
Like the Swiss roll, these are manifolds

whose intrinsic geometry is that of a convex
region of Euclidean space, but whose ambi-
ent geometry in the high-dimensional input
space may be highly folded, twisted, or
curved. For non-Euclidean manifolds, such as
a hemisphere or the surface of a doughnut,
Isomap still produces a globally optimal low-
dimensional Euclidean representation, as
measured by Eq. 1.

These guarantees of asymptotic conver-
gence rest on a proof that as the number of
data points increases, the graph distances
dG(i, j) provide increasingly better approxi-
mations to the intrinsic geodesic distances
dM(i, j), becoming arbitrarily accurate in the
limit of infinite data (18, 19). How quickly
dG(i, j) converges to dM(i, j) depends on cer-
tain parameters of the manifold as it lies
within the high-dimensional space (radius of
curvature and branch separation) and on the

density of points. To the extent that a data set
presents extreme values of these parameters
or deviates from a uniform density, asymp-
totic convergence still holds in general, but
the sample size required to estimate geodes-
ic distance accurately may be impractically
large.

Isomap’s global coordinates provide a
simple way to analyze and manipulate high-
dimensional observations in terms of their
intrinsic nonlinear degrees of freedom. For a
set of synthetic face images, known to have
three degrees of freedom, Isomap correctly
detects the dimensionality (Fig. 2A) and sep-
arates out the true underlying factors (Fig.
1A). The algorithm also recovers the known
low-dimensional structure of a set of noisy
real images, generated by a human hand vary-
ing in finger extension and wrist rotation
(Fig. 2C) (20). Given a more complex data
set of handwritten digits, which does not have
a clear manifold geometry, Isomap still finds
globally meaningful coordinates (Fig. 1B)
and nonlinear structure that PCA or MDS do
not detect (Fig. 2D). For all three data sets,
the natural appearance of linear interpolations
between distant points in the low-dimension-
al coordinate space confirms that Isomap has
captured the data’s perceptually relevant
structure (Fig. 4).

Previous attempts to extend PCA and
MDS to nonlinear data sets fall into two
broad classes, each of which suffers from
limitations overcome by our approach. Local
linear techniques (21–23) are not designed to
represent the global structure of a data set
within a single coordinate system, as we do in
Fig. 1. Nonlinear techniques based on greedy
optimization procedures (24–30) attempt to
discover global structure, but lack the crucial
algorithmic features that Isomap inherits
from PCA and MDS: a noniterative, polyno-
mial time procedure with a guarantee of glob-
al optimality; for intrinsically Euclidean man-

Fig. 2. The residual
variance of PCA (open
triangles), MDS [open
triangles in (A) through
(C); open circles in (D)],
and Isomap (filled cir-
cles) on four data sets
(42). (A) Face images
varying in pose and il-
lumination (Fig. 1A).
(B) Swiss roll data (Fig.
3). (C) Hand images
varying in finger exten-
sion and wrist rotation
(20). (D) Handwritten
“2”s (Fig. 1B). In all cas-
es, residual variance de-
creases as the dimen-
sionality d is increased.
The intrinsic dimen-
sionality of the data
can be estimated by
looking for the “elbow”
at which this curve ceases to decrease significantly with added dimensions. Arrows mark the true or
approximate dimensionality, when known. Note the tendency of PCA and MDS to overestimate the
dimensionality, in contrast to Isomap.

Fig. 3. The “Swiss roll” data set, illustrating how Isomap exploits geodesic
paths for nonlinear dimensionality reduction. (A) For two arbitrary points
(circled) on a nonlinear manifold, their Euclidean distance in the high-
dimensional input space (length of dashed line) may not accurately
reflect their intrinsic similarity, as measured by geodesic distance along
the low-dimensional manifold (length of solid curve). (B) The neighbor-
hood graph G constructed in step one of Isomap (with K " 7 and N "

1000 data points) allows an approximation (red segments) to the true
geodesic path to be computed efficiently in step two, as the shortest
path in G. (C) The two-dimensional embedding recovered by Isomap in
step three, which best preserves the shortest path distances in the
neighborhood graph (overlaid). Straight lines in the embedding (blue)
now represent simpler and cleaner approximations to the true geodesic
paths than do the corresponding graph paths (red).
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Le problème vient du fait que deux points peuvent être à proximité
selon la distance euclidienne, mais très éloignés si on mesure la
distance sur la surface définie par les points.
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La solution à ce problème est de ne plus considérer les distances
euclidiennes, mais plutôt d’utiliser les distances géodésiques. Or,
c’est là que le bât blesse pour les méthodes linéaires, car celles-ci
reposent uniquement sur la distance euclidienne.

Isomap reprend l’idée du positionnement multidimensionnel, mais en
utilisant une table de distances géodésiques.
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Une question demeure sans réponse : si on ne dispose que d’un
ensemble discret de points, on ne peut connaître la forme réelle de
la surface sur laquelle reposent ceux-ci.

Si on ne connaît pas la surface, comment peut-on évaluer les
distances géodésiques ?
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Partant du principe que, pour des points voisins, la distance
euclidienne fournit une approximation juste de la distance géodésique,
on peut estimer celle-ci en faisant une série de petits sauts entre
des points voisins.

Ces approximations peuvent être calculées efficacement en
représentant les points sous forme de graphe.

L’algorithme Isomap s’effectue en trois étapes.
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Étape 1 : Déterminer quels points sont voisins

Dans l’ensemble original X de dimension d , on utilise la distance
euclidienne pour trouver, pour chaque point xi , l’ensemble des points
xj situés à l’intérieur d’un certain rayon ε.
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Ces relations de voisinage sont représentées par un graphe G dont
les noeuds sont les points xi et où le poids de l’arête reliant xi à xj
correspond à la distance euclidienne entre xi et xj .

Notons que si deux points xk et x` ne sont pas voisins (c’est-à-dire si
dX (k , `) > ε), alors le poids de l’arête est fixé à∞.
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Étape 2 : Calcul des distances géodésiques

Pour toutes les paires de points
(
xi ,xj

)
, on calcule la distance

géodésique dG(i , j) en se basant sur le graphe G et en appliquant un
algorithme de recherche du plus court chemin.

On construit ainsi une matrice de distances géodésiques DG.
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Étape 3 : Réduction de la dimension

On applique finalement l’algorithme du positionnement
multidimensionnel sur la matrice des distances géodésiques pour
ramener les points dans un ensemble Y de dimension inférieure d ′ qui
préserve le plus possible la géométrie du nuage de points original.
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Un problème classique en réduction de la dimension est celui de la
perception du visage selon différents angles et sous plusieurs
conditions d’éclairage.

ifolds, a guarantee of asymptotic conver-
gence to the true structure; and the ability to
discover manifolds of arbitrary dimensional-
ity, rather than requiring a fixed d initialized
from the beginning or computational resourc-
es that increase exponentially in d.

Here we have demonstrated Isomap’s per-
formance on data sets chosen for their visu-
ally compelling structures, but the technique
may be applied wherever nonlinear geometry
complicates the use of PCA or MDS. Isomap
complements, and may be combined with,
linear extensions of PCA based on higher
order statistics, such as independent compo-
nent analysis (31, 32). It may also lead to a
better understanding of how the brain comes
to represent the dynamic appearance of ob-
jects, where psychophysical studies of appar-
ent motion (33, 34) suggest a central role for
geodesic transformations on nonlinear mani-
folds (35) much like those studied here.

References and Notes
1. M. P. Young, S. Yamane, Science 256, 1327 (1992).
2. R. N. Shepard, Science 210, 390 (1980).
3. M. Turk, A. Pentland, J. Cogn. Neurosci. 3, 71 (1991).
4. H. Murase, S. K. Nayar, Int. J. Comp. Vision 14, 5

(1995).
5. J. W. McClurkin, L. M. Optican, B. J. Richmond, T. J.

Gawne, Science 253, 675 (1991).
6. J. L. Elman, D. Zipser, J. Acoust. Soc. Am. 83, 1615

(1988).
7. W. Klein, R. Plomp, L. C. W. Pols, J. Acoust. Soc. Am.
48, 999 (1970).

8. E. Bizzi, F. A. Mussa-Ivaldi, S. Giszter, Science 253, 287
(1991).

9. T. D. Sanger, Adv. Neural Info. Proc. Syst. 7, 1023
(1995).

10. J. W. Hurrell, Science 269, 676 (1995).
11. C. A. L. Bailer-Jones, M. Irwin, T. von Hippel, Mon.
Not. R. Astron. Soc. 298, 361 (1997).

12. P. Menozzi, A. Piazza, L. Cavalli-Sforza, Science 201,
786 (1978).

13. K. V. Mardia, J. T. Kent, J. M. Bibby, Multivariate
Analysis, (Academic Press, London, 1979).

14. A. H. Monahan, J. Clim., in press.
15. The scale-invariant K parameter is typically easier to

set than !, but may yield misleading results when the

local dimensionality varies across the data set. When
available, additional constraints such as the temporal
ordering of observations may also help to determine
neighbors. In earlier work (36) we explored a more
complex method (37), which required an order of
magnitude more data and did not support the theo-
retical performance guarantees we provide here for
!- and K-Isomap.

16. This procedure, known as Floyd’s algorithm, requires
O(N3) operations. More efficient algorithms exploit-
ing the sparse structure of the neighborhood graph
can be found in (38).

17. The operator " is defined by "(D) # $HSH/2, where S
is the matrix of squared distances {Sij # Di j

2}, and H is
the “centering matrix” {Hij # %ij $ 1/N} (13).

18. Our proof works by showing that for a sufficiently
high density (&) of data points, we can always choose
a neighborhood size (! or K) large enough that the
graph will (with high probability) have a path not
much longer than the true geodesic, but small
enough to prevent edges that “short circuit” the true
geometry of the manifold. More precisely, given ar-
bitrarily small values of '1, '2, and (, we can guar-
antee that with probability at least 1 $ (, estimates
of the form

)1 ! '1*dM)i, j* " dG)i, j* " )1 # '2*dM)i, j*

will hold uniformly over all pairs of data points i, j. For
!-Isomap, we require

! " )2/+*r0!24'1, ! $ s0,

& % ,log)V/(-d)'2!/16*d*./-d)'2!/8*d

where r0 is the minimal radius of curvature of the
manifold M as embedded in the input space X, s0 is
the minimal branch separation of M in X, V is the
(d-dimensional) volume ofM, and (ignoring boundary
effects) -d is the volume of the unit ball in Euclidean
d-space. For K-Isomap, we let ! be as above and fix
the ratio (K / 1)/& # -d(!/2)d/2. We then require

e!)K#1*/4 " (-d)!/4*d/4V,

)e/4*)K#1*/ 2 " (-d)!/8*d/16V,

& % ,4 log)8V/(-d)'2!/32+*d*./-d)'2!/16+*d

The exact content of these conditions—but not their
general form—depends on the particular technical
assumptions we adopt. For details and extensions to
nonuniform densities, intrinsic curvature, and bound-
ary effects, see http://isomap.stanford.edu.

19. In practice, for finite data sets, dG(i, j) may fail to
approximate dM(i, j) for a small fraction of points that
are disconnected from the giant component of the
neighborhood graph G. These outliers are easily de-
tected as having infinite graph distances from the
majority of other points and can be deleted from
further analysis.

20. The Isomap embedding of the hand images is avail-
able at Science Online at www.sciencemag.org/cgi/
content/full/290/5500/2319/DC1. For additional
material and computer code, see http://isomap.
stanford.edu.

21. R. Basri, D. Roth, D. Jacobs, Proceedings of the IEEE
Conference on Computer Vision and Pattern Recog-
nition (1998), pp. 414–420.

22. C. Bregler, S. M. Omohundro, Adv. Neural Info. Proc.
Syst. 7, 973 (1995).

23. G. E. Hinton, M. Revow, P. Dayan, Adv. Neural Info.
Proc. Syst. 7, 1015 (1995).

24. R. Durbin, D. Willshaw, Nature 326, 689 (1987).
25. T. Kohonen, Self-Organisation and Associative Mem-
ory (Springer-Verlag, Berlin, ed. 2, 1988), pp. 119–
157.

26. T. Hastie, W. Stuetzle, J. Am. Stat. Assoc. 84, 502
(1989).

27. M. A. Kramer, AIChE J. 37, 233 (1991).
28. D. DeMers, G. Cottrell, Adv. Neural Info. Proc. Syst. 5,

580 (1993).
29. R. Hecht-Nielsen, Science 269, 1860 (1995).
30. C. M. Bishop, M. Svensén, C. K. I. Williams, Neural
Comp. 10, 215 (1998).

31. P. Comon, Signal Proc. 36, 287 (1994).
32. A. J. Bell, T. J. Sejnowski, Neural Comp. 7, 1129

(1995).
33. R. N. Shepard, S. A. Judd, Science 191, 952 (1976).
34. M. Shiffrar, J. J. Freyd, Psychol. Science 1, 257 (1990).

Table 1. The Isomap algorithm takes as input the distances dX(i, j ) between all pairs i, j from N data points
in the high-dimensional input space X, measured either in the standard Euclidean metric (as in Fig. 1A)
or in some domain-specific metric (as in Fig. 1B). The algorithm outputs coordinate vectors yi in a
d-dimensional Euclidean space Y that (according to Eq. 1) best represent the intrinsic geometry of the
data. The only free parameter (! or K ) appears in Step 1.

Step

1 Construct neighborhood graph Define the graph G over all data points by connecting
points i and j if [as measured by dX(i, j )] they are
closer than ! (!-Isomap), or if i is one of the K
nearest neighbors of j (K-Isomap). Set edge lengths
equal to dX(i, j).

2 Compute shortest paths Initialize dG(i, j) # dX(i, j) if i, j are linked by an edge;
dG(i, j) # 0 otherwise. Then for each value of k #
1, 2, . . ., N in turn, replace all entries dG(i, j) by
min{dG(i, j), dG(i,k) / dG(k, j)}. The matrix of final
values DG # {dG(i, j)} will contain the shortest path
distances between all pairs of points in G (16, 19).

3 Construct d-dimensional embedding Let 'p be the p-th eigenvalue (in decreasing order) of
the matrix "(DG) (17 ), and v p

i be the i-th
component of the p-th eigenvector. Then set the
p-th component of the d-dimensional coordinate
vector yi equal to 1'pvp

i .

Fig. 4. Interpolations along straight lines in
the Isomap coordinate space (analogous to
the blue line in Fig. 3C) implement perceptu-
ally natural but highly nonlinear “morphs” of
the corresponding high-dimensional observa-
tions (43) by transforming them approxi-
mately along geodesic paths (analogous to
the solid curve in Fig. 3A). (A) Interpolations
in a three-dimensional embedding of face
images (Fig. 1A). (B) Interpolations in a four-
dimensional embedding of hand images (20)
appear as natural hand movements when
viewed in quick succession, even though no
such motions occurred in the observed data. (C)
Interpolations in a six-dimensional embedding of
handwritten “2”s (Fig. 1B) preserve continuity not
only in the visual features of loop and arch artic-
ulation, but also in the implied pen trajectories,
which are the true degrees of freedom underlying
those appearances.
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Chaque image peut être considérée comme un point dans un
espace de haute dimension.
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En effet, si les images sont de dimensions 64× 64, alors elles seront
toutes représentées par un vecteur de dimension 4096 où chaque
composante sera l’intensité d’un pixel.

Perceptuellement, ces 4096 dimensions ne sont pas toutes utiles.
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Dans le cas présent, on peut même supposer que trois axes seront
suffisants pour exprimer convenablement les images :

Orientation gauche-droite de la tête ;

Orientation haut-bas de la tête ;

Direction de l’éclairage
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tion to geodesic distance. For faraway points,
geodesic distance can be approximated by
adding up a sequence of “short hops” be-
tween neighboring points. These approxima-
tions are computed efficiently by finding
shortest paths in a graph with edges connect-
ing neighboring data points.

The complete isometric feature mapping,
or Isomap, algorithm has three steps, which
are detailed in Table 1. The first step deter-
mines which points are neighbors on the
manifold M, based on the distances dX (i, j)
between pairs of points i, j in the input space

X. Two simple methods are to connect each
point to all points within some fixed radius !,
or to all of its K nearest neighbors (15). These
neighborhood relations are represented as a
weighted graph G over the data points, with
edges of weight dX(i, j) between neighboring
points (Fig. 3B).

In its second step, Isomap estimates the
geodesic distances dM (i, j) between all pairs
of points on the manifold M by computing
their shortest path distances dG(i, j) in the
graph G. One simple algorithm (16) for find-
ing shortest paths is given in Table 1.

The final step applies classical MDS to
the matrix of graph distances DG " {dG(i, j)},
constructing an embedding of the data in a
d-dimensional Euclidean space Y that best
preserves the manifold’s estimated intrinsic
geometry (Fig. 3C). The coordinate vectors yi

for points in Y are chosen to minimize the
cost function

E ! !#$DG% " #$DY%!L2 (1)

where DY denotes the matrix of Euclidean
distances {dY(i, j) " !yi & yj!} and !A!L2

the L2 matrix norm '(i, j Ai j
2 . The # operator

Fig. 1. (A) A canonical dimensionality reduction
problem from visual perception. The input consists
of a sequence of 4096-dimensional vectors, rep-
resenting the brightness values of 64 pixel by 64
pixel images of a face rendered with different
poses and lighting directions. Applied to N " 698
raw images, Isomap (K" 6) learns a three-dimen-
sional embedding of the data’s intrinsic geometric
structure. A two-dimensional projection is shown,
with a sample of the original input images (red
circles) superimposed on all the data points (blue)
and horizontal sliders (under the images) repre-
senting the third dimension. Each coordinate axis
of the embedding correlates highly with one de-
gree of freedom underlying the original data: left-
right pose (x axis, R " 0.99), up-down pose ( y
axis, R " 0.90), and lighting direction (slider posi-
tion, R " 0.92). The input-space distances dX(i, j )
given to Isomap were Euclidean distances be-
tween the 4096-dimensional image vectors. (B)
Isomap applied to N " 1000 handwritten “2”s
from the MNIST database (40). The two most
significant dimensions in the Isomap embedding,
shown here, articulate the major features of the
“2”: bottom loop (x axis) and top arch ( y axis).
Input-space distances dX(i, j ) were measured by
tangent distance, a metric designed to capture the
invariances relevant in handwriting recognition
(41). Here we used !-Isomap (with ! " 4.2) be-
cause we did not expect a constant dimensionality
to hold over the whole data set; consistent with
this, Isomap finds several tendrils projecting from
the higher dimensional mass of data and repre-
senting successive exaggerations of an extra
stroke or ornament in the digit.
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L’algorithme Isomap permettra d’obtenir une représentation de
qualité à basse dimension à partir des vecteurs de taille 4096.

converts distances to inner products (17),
which uniquely characterize the geometry of
the data in a form that supports efficient
optimization. The global minimum of Eq. 1 is
achieved by setting the coordinates yi to the
top d eigenvectors of the matrix !(DG) (13).

As with PCA or MDS, the true dimen-
sionality of the data can be estimated from
the decrease in error as the dimensionality of
Y is increased. For the Swiss roll, where
classical methods fail, the residual variance
of Isomap correctly bottoms out at d " 2
(Fig. 2B).

Just as PCA and MDS are guaranteed,
given sufficient data, to recover the true
structure of linear manifolds, Isomap is guar-
anteed asymptotically to recover the true di-
mensionality and geometric structure of a
strictly larger class of nonlinear manifolds.
Like the Swiss roll, these are manifolds

whose intrinsic geometry is that of a convex
region of Euclidean space, but whose ambi-
ent geometry in the high-dimensional input
space may be highly folded, twisted, or
curved. For non-Euclidean manifolds, such as
a hemisphere or the surface of a doughnut,
Isomap still produces a globally optimal low-
dimensional Euclidean representation, as
measured by Eq. 1.

These guarantees of asymptotic conver-
gence rest on a proof that as the number of
data points increases, the graph distances
dG(i, j) provide increasingly better approxi-
mations to the intrinsic geodesic distances
dM(i, j), becoming arbitrarily accurate in the
limit of infinite data (18, 19). How quickly
dG(i, j) converges to dM(i, j) depends on cer-
tain parameters of the manifold as it lies
within the high-dimensional space (radius of
curvature and branch separation) and on the

density of points. To the extent that a data set
presents extreme values of these parameters
or deviates from a uniform density, asymp-
totic convergence still holds in general, but
the sample size required to estimate geodes-
ic distance accurately may be impractically
large.

Isomap’s global coordinates provide a
simple way to analyze and manipulate high-
dimensional observations in terms of their
intrinsic nonlinear degrees of freedom. For a
set of synthetic face images, known to have
three degrees of freedom, Isomap correctly
detects the dimensionality (Fig. 2A) and sep-
arates out the true underlying factors (Fig.
1A). The algorithm also recovers the known
low-dimensional structure of a set of noisy
real images, generated by a human hand vary-
ing in finger extension and wrist rotation
(Fig. 2C) (20). Given a more complex data
set of handwritten digits, which does not have
a clear manifold geometry, Isomap still finds
globally meaningful coordinates (Fig. 1B)
and nonlinear structure that PCA or MDS do
not detect (Fig. 2D). For all three data sets,
the natural appearance of linear interpolations
between distant points in the low-dimension-
al coordinate space confirms that Isomap has
captured the data’s perceptually relevant
structure (Fig. 4).

Previous attempts to extend PCA and
MDS to nonlinear data sets fall into two
broad classes, each of which suffers from
limitations overcome by our approach. Local
linear techniques (21–23) are not designed to
represent the global structure of a data set
within a single coordinate system, as we do in
Fig. 1. Nonlinear techniques based on greedy
optimization procedures (24–30) attempt to
discover global structure, but lack the crucial
algorithmic features that Isomap inherits
from PCA and MDS: a noniterative, polyno-
mial time procedure with a guarantee of glob-
al optimality; for intrinsically Euclidean man-

Fig. 2. The residual
variance of PCA (open
triangles), MDS [open
triangles in (A) through
(C); open circles in (D)],
and Isomap (filled cir-
cles) on four data sets
(42). (A) Face images
varying in pose and il-
lumination (Fig. 1A).
(B) Swiss roll data (Fig.
3). (C) Hand images
varying in finger exten-
sion and wrist rotation
(20). (D) Handwritten
“2”s (Fig. 1B). In all cas-
es, residual variance de-
creases as the dimen-
sionality d is increased.
The intrinsic dimen-
sionality of the data
can be estimated by
looking for the “elbow”
at which this curve ceases to decrease significantly with added dimensions. Arrows mark the true or
approximate dimensionality, when known. Note the tendency of PCA and MDS to overestimate the
dimensionality, in contrast to Isomap.

Fig. 3. The “Swiss roll” data set, illustrating how Isomap exploits geodesic
paths for nonlinear dimensionality reduction. (A) For two arbitrary points
(circled) on a nonlinear manifold, their Euclidean distance in the high-
dimensional input space (length of dashed line) may not accurately
reflect their intrinsic similarity, as measured by geodesic distance along
the low-dimensional manifold (length of solid curve). (B) The neighbor-
hood graph G constructed in step one of Isomap (with K " 7 and N "

1000 data points) allows an approximation (red segments) to the true
geodesic path to be computed efficiently in step two, as the shortest
path in G. (C) The two-dimensional embedding recovered by Isomap in
step three, which best preserves the shortest path distances in the
neighborhood graph (overlaid). Straight lines in the embedding (blue)
now represent simpler and cleaner approximations to the true geodesic
paths than do the corresponding graph paths (red).
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Le graphique précédent illustre la variance résiduelle pour le
positionnement multidimensionnel (4) et pour Isomap (•).
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Comme c’était le cas pour la technique Isomap, la méthode du Locally
Linear Embedding (LLE) a pour objectif de réduire la dimension de
l’espace dans lequel les données sont exprimées tout en préservant
leur strucure globale non linéaire.
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Supposons que l’on dispose de n vecteurs xi de dimension d
reposant approximativement sur une variété de dimension d ′.

Si la densité des échantillons est assez grande, on peut supposer que
chaque point, de même que son voisinage, repose sur une région de
la variété qui soit localement approximativement linéaire.
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Nonlinear Dimensionality
Reduction by

Locally Linear Embedding
Sam T. Roweis1 and Lawrence K. Saul2

Many areas of science depend on exploratory data analysis and visualization.
The need to analyze large amounts of multivariate data raises the fundamental
problem of dimensionality reduction: how to discover compact representations
of high-dimensional data. Here, we introduce locally linear embedding (LLE), an
unsupervised learning algorithm that computes low-dimensional, neighbor-
hood-preserving embeddings of high-dimensional inputs. Unlike clustering
methods for local dimensionality reduction, LLE maps its inputs into a single
global coordinate system of lower dimensionality, and its optimizations do not
involve local minima. By exploiting the local symmetries of linear reconstruc-
tions, LLE is able to learn the global structure of nonlinear manifolds, such as
those generated by images of faces or documents of text.

How do we judge similarity? Our mental
representations of the world are formed by
processing large numbers of sensory in-
puts—including, for example, the pixel in-
tensities of images, the power spectra of
sounds, and the joint angles of articulated
bodies. While complex stimuli of this form can
be represented by points in a high-dimensional
vector space, they typically have a much more
compact description. Coherent structure in the
world leads to strong correlations between in-
puts (such as between neighboring pixels in
images), generating observations that lie on or
close to a smooth low-dimensional manifold.
To compare and classify such observations—in
effect, to reason about the world—depends
crucially on modeling the nonlinear geometry
of these low-dimensional manifolds.

Scientists interested in exploratory analysis
or visualization of multivariate data (1) face a
similar problem in dimensionality reduction.
The problem, as illustrated in Fig. 1, involves
mapping high-dimensional inputs into a low-
dimensional “description” space with as many

coordinates as observed modes of variability.
Previous approaches to this problem, based on
multidimensional scaling (MDS) (2), have
computed embeddings that attempt to preserve
pairwise distances [or generalized disparities
(3)] between data points; these distances are
measured along straight lines or, in more so-
phisticated usages of MDS such as Isomap (4),

along shortest paths confined to the manifold of
observed inputs. Here, we take a different ap-
proach, called locally linear embedding (LLE),
that eliminates the need to estimate pairwise
distances between widely separated data points.
Unlike previous methods, LLE recovers global
nonlinear structure from locally linear fits.

The LLE algorithm, summarized in Fig.
2, is based on simple geometric intuitions.
Suppose the data consist of N real-valued
vectors !Xi, each of dimensionality D, sam-
pled from some underlying manifold. Pro-
vided there is sufficient data (such that the
manifold is well-sampled), we expect each
data point and its neighbors to lie on or
close to a locally linear patch of the mani-
fold. We characterize the local geometry of
these patches by linear coefficients that
reconstruct each data point from its neigh-
bors. Reconstruction errors are measured
by the cost function

ε"W # ! !
i

" !Xi$%jWij
!Xj" 2

(1)

which adds up the squared distances between
all the data points and their reconstructions. The
weights Wij summarize the contribution of the
jth data point to the ith reconstruction. To com-
pute the weights Wij, we minimize the cost

1Gatsby Computational Neuroscience Unit, Universi-
ty College London, 17 Queen Square, London WC1N
3AR, UK. 2AT&T Lab—Research, 180 Park Avenue,
Florham Park, NJ 07932, USA.

E-mail: roweis@gatsby.ucl.ac.uk (S.T.R.); lsaul@research.
att.com (L.K.S.)

Fig. 1. The problem of nonlinear dimensionality reduction, as illustrated (10) for three-dimensional
data (B) sampled from a two-dimensional manifold (A). An unsupervised learning algorithm must
discover the global internal coordinates of the manifold without signals that explicitly indicate how
the data should be embedded in two dimensions. The color coding illustrates the neighborhood-
preserving mapping discovered by LLE; black outlines in (B) and (C) show the neighborhood of a
single point. Unlike LLE, projections of the data by principal component analysis (PCA) (28) or
classical MDS (2) map faraway data points to nearby points in the plane, failing to identify the
underlying structure of the manifold. Note that mixture models for local dimensionality reduction
(29), which cluster the data and perform PCA within each cluster, do not address the problem
considered here: namely, how to map high-dimensional data into a single global coordinate system
of lower dimensionality.
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L’algorithme LLE s’effectue en trois étapes.

Étape 1 : Trouver les k plus proches voisins de chaque point xi

Notons que si les points sont trop éloignés les uns des autres, on peut
toutefois se limiter à moins de k voisins.
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Étape 2 : Évaluer la matrice des poids W

Partant de la supposition de linéarité énoncée précédemment, on est
en mesure d’exprimer chaque points à partir de ses voisins à l’aide
de coefficients linéaires.

Les erreurs de reconstruction sont données par

E(W) =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣
xi −

∑

j 6=i

wijxj

∣∣∣∣∣∣

2

,

où le coefficient wij de la matrice W est le poids de la contribution du
j-ième point à la i-ième reconstruction.
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On cherche donc la matrice W dont les éléments minimisent les
erreurs de reconstruction.

On posera wij = 0 si xi n’est pas dans le voisinage de xj , et on exigera
que

n∑

j=1

wij = 1,

de manière à assurer l’invariance à la translation de la solution.
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Étape 3 : Réduction de la dimension

À partir des poids trouvés à l’étape précédente, on cherche l’ensemble
de points Y = {y1, . . . ,yn} de dimension inférieure d ′ qui minimise
l’erreur de reconstruction

E(Y ) =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣
yi −

∑

j 6=i

wijyj

∣∣∣∣∣∣

2

.
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function subject to two constraints: first, that
each data point !Xi is reconstructed only from
its neighbors (5), enforcing Wij ! 0 if !Xj does

not belong to the set of neighbors of !Xi;
second, that the rows of the weight matrix
sum to one: "jWij ! 1. The optimal weights

Wij subject to these constraints (6) are found
by solving a least-squares problem (7).

The constrained weights that minimize
these reconstruction errors obey an important
symmetry: for any particular data point, they
are invariant to rotations, rescalings, and
translations of that data point and its neigh-
bors. By symmetry, it follows that the recon-
struction weights characterize intrinsic geo-
metric properties of each neighborhood, as
opposed to properties that depend on a par-
ticular frame of reference (8). Note that the
invariance to translations is specifically en-
forced by the sum-to-one constraint on the
rows of the weight matrix.

Suppose the data lie on or near a smooth
nonlinear manifold of lower dimensionality d
## D. To a good approximation then, there
exists a linear mapping—consisting of a
translation, rotation, and rescaling—that
maps the high-dimensional coordinates of
each neighborhood to global internal coordi-
nates on the manifold. By design, the recon-
struction weights Wij reflect intrinsic geomet-
ric properties of the data that are invariant to
exactly such transformations. We therefore
expect their characterization of local geome-
try in the original data space to be equally
valid for local patches on the manifold. In
particular, the same weights Wij that recon-
struct the ith data point in D dimensions
should also reconstruct its embedded mani-
fold coordinates in d dimensions.

LLE constructs a neighborhood-preserving
mapping based on the above idea. In the final
step of the algorithm, each high-dimensional
observation !Xi is mapped to a low-dimensional
vector !Yi representing global internal coordi-
nates on the manifold. This is done by choosing
d-dimensional coordinates !Yi to minimize the
embedding cost function

$%Y & ! !
i

" !Yi " "jWij
!Yj" 2

(2)

This cost function, like the previous one, is
based on locally linear reconstruction errors,
but here we fix the weights Wij while opti-
mizing the coordinates !Yi. The embedding
cost in Eq. 2 defines a quadratic form in the
vectors !Yi. Subject to constraints that make
the problem well-posed, it can be minimized
by solving a sparse N ' N eigenvalue prob-
lem (9), whose bottom d nonzero eigenvec-
tors provide an ordered set of orthogonal
coordinates centered on the origin.

Implementation of the algorithm is
straightforward. In our experiments, data
points were reconstructed from their K near-
est neighbors, as measured by Euclidean dis-
tance or normalized dot products. For such
implementations of LLE, the algorithm has
only one free parameter: the number of
neighbors, K. Once neighbors are chosen, the
optimal weights Wij and coordinates !Yi are

Fig. 2. Steps of locally lin-
ear embedding: (1) Assign
neighbors to each data
point !Xi (for example by
using the K nearest neigh-
bors). (2) Compute the
weights Wij that best lin-
early reconstruct !Xi from
its neighbors, solving the
constrained least-squares
problem in Eq. 1. (3) Com-
pute the low-dimensional
embedding vectors !Yi best
reconstructed by Wij, mini-
mizing Eq. 2 by finding the
smallest eigenmodes of
the sparse symmetric ma-
trix in Eq. 3. Although the
weights Wij and vectors Yi
are computed by methods
in linear algebra, the con-
straint that points are only
reconstructed from neigh-
bors can result in highly
nonlinear embeddings.

Fig. 3. Images of faces (11) mapped into the embedding space described by the first two
coordinates of LLE. Representative faces are shown next to circled points in different parts of the
space. The bottom images correspond to points along the top-right path (linked by solid line),
illustrating one particular mode of variability in pose and expression.
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Comme pour les méthodes précédentes, la solution optimale peut
être obtenue à l’aide des vecteurs propres et valeurs propres.

Le texte de Cosma Shalizi dans les références propose les détails de
cette démarche.
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