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Introduction

Introduction

Dans ce chapitre-ci, on s’attarde aux méthodes de base permettant
d’exprimer les données sous forme visuelle.

Tel que mentionné dans le chapitre d’introduction, les algorithmes de
mappage qui mettent en correspondance des données avec des
primitives graphiques sont au coeur de la visualisation.

Ces algorithmes seront catégorisés selon le type de donnée qu’ils
prennent en entrée.
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Introduction

Introduction

Ici, une attention toute particulière sera portée aux algorithmes de
mappage de données scalaires.

Par la suite, une introduction aux représentations de données
vectorielles sera aussi présentée, mais ce sujet sera approfondi au
chapitre 5.
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Triangulation Généralités

Principe de base

À partir d’un nuage de points 3D, on veut interpoler la surface qui
sous-tend le nuage. Cela revient à trouver le modèle qui colle le
mieux aux données.
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Triangulation Généralités

Principe de base

On souhaite interpoler une surface 2D f : R2 → R où la valeur f (x , y)
est connue seulement en un nombre fini de points, que l’on notera
P, un sous ensemble du domaine A ⊆ R2 de f .
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Triangulation Généralités

Principe de base

Une approcha naïve consiste à assigner à chaque coordonnées de
A la valeur de f au point p ∈ P le plus près.

Chapter 9
DELAUNAY TRIANGULATIONS

doesn’t look very natural. Therefore our approach for approximating a terrain
is as follows. We first determine a triangulation of P: a planar subdivision
whose bounded faces are triangles and whose vertices are the points of P. (We
assume that the sample points are such that we can make the triangles cover
the domain of the terrain.) We then lift each sample point to its correct height,
thereby mapping every triangle in the triangulation to a triangle in 3-space.
Figure 9.2 illustrates this. What we get is a polyhedral terrain, the graph of a
continuous function that is piecewise linear. We can use the polyhedral terrain
as an approximation of the original terrain.

Figure 9.2
Obtaining a polyhedral terrain from a

set of sample points

The question remains: how do we triangulate the set of sample points? In
general, this can be done in many different ways. But which triangulation is the
most appropriate one for our purpose, namely to approximate a terrain? There
is no definitive answer to this question. We do not know the original terrain, we
only know its height at the sample points. Since we have no other information,
and the height at the sample points is the correct height for any triangulation, all
triangulations of P seem equally good. Nevertheless, some triangulations look
more natural than others. For example, have a look at Figure 9.3, which shows
two triangulations of the same point set. From the heights of the sample points
we get the impression that the sample points were taken from a mountain ridge.
Triangulation (a) reflects this intuition. Triangulation (b), however, where one
single edge has been “flipped,” has introduced a narrow valley cutting through
the mountain ridge. Intuitively, this looks wrong. Can we turn this intuition into
a criterion that tells us that triangulation (a) is better than triangulation (b)?

Figure 9.3
Flipping one edge can make a big

difference (a) (b)
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The problem with triangulation (b) is that the height of the point q is deter-192

[1]

Une meilleure approche consiste à déterminer une triangulation de
P. Dans une triangulation, chaque point pi = (xi , yi) ∈ P est élevé à sa
hauteur f (xi , yi) et ceux-ci sont reliés par des triangles en 3D.
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Triangulation Généralités

Principe de base

Une triangulation est une subdivision planaire de A où chaque
division est un triangle dont les sommets sont les éléments de P.

Chapter 9
DELAUNAY TRIANGULATIONS

doesn’t look very natural. Therefore our approach for approximating a terrain
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The problem with triangulation (b) is that the height of the point q is deter-192

[1]

De plus, dans une triangulation T de P, il est impossible d’ajouter un
segment connectant deux points sans intersecter un segment
existant.
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Triangulation Généralités

Principe de base

Plusieurs questions restent sans réponse :

Est-ce qu’une triangulation pour un ensemble de points P existe
toujours ?

Cette triangulation est-elle unique ?

Si elle ne l’est pas, comment savoir si une triangulation est
meilleure qu’une autre ?

Comme on ne dispose des valeurs de f (x , y) qu’à certaines
positions, toutes les triangulations de P pourraient être percues
comme étant aussi valides les unes que les autres... Ce n’est
toutefois pas le cas.
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Triangulation Généralités

Principe de base

À titre d’exemple, considérons deux triangulations d’un même
ensemble de points, où les valeurs numériques associées aux
sommets sont les valeurs de f (x , y) à ces points.

Chapter 9
DELAUNAY TRIANGULATIONS

doesn’t look very natural. Therefore our approach for approximating a terrain
is as follows. We first determine a triangulation of P: a planar subdivision
whose bounded faces are triangles and whose vertices are the points of P. (We
assume that the sample points are such that we can make the triangles cover
the domain of the terrain.) We then lift each sample point to its correct height,
thereby mapping every triangle in the triangulation to a triangle in 3-space.
Figure 9.2 illustrates this. What we get is a polyhedral terrain, the graph of a
continuous function that is piecewise linear. We can use the polyhedral terrain
as an approximation of the original terrain.

Figure 9.2
Obtaining a polyhedral terrain from a

set of sample points
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general, this can be done in many different ways. But which triangulation is the
most appropriate one for our purpose, namely to approximate a terrain? There
is no definitive answer to this question. We do not know the original terrain, we
only know its height at the sample points. Since we have no other information,
and the height at the sample points is the correct height for any triangulation, all
triangulations of P seem equally good. Nevertheless, some triangulations look
more natural than others. For example, have a look at Figure 9.3, which shows
two triangulations of the same point set. From the heights of the sample points
we get the impression that the sample points were taken from a mountain ridge.
Triangulation (a) reflects this intuition. Triangulation (b), however, where one
single edge has been “flipped,” has introduced a narrow valley cutting through
the mountain ridge. Intuitively, this looks wrong. Can we turn this intuition into
a criterion that tells us that triangulation (a) is better than triangulation (b)?
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[1]

Les deux triangulations sont identiques à l’exception d’une arête,
mais la triangulation (b) semble moins naturelle.
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Triangulation Généralités

Principe de base

Comment convertir cette intuition en un critère strict qui nous dirait
que (a) est une meilleure triangulation que (b) ?

Le problème de la triangulation (b) est que la valeur interpolée au point
q est donnée par deux sommets assez éloignés de q. Une telle
situation engendrera des petits angles dans la triangulation et c’est
cela qu’on tentera d’éviter.
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Triangulation Généralités

Principe de base

Partant du principe que les petits angles doivent être évités dans une
triangulation, on cherchera à trier celles-ci selon leur plus petit
angle.

Comme il existe un nombre fini de triangulations pour un ensemble de
points P donné, on pourra trouver celle qui maximise l’angle
minimal. Ce sera la triangulation recherchée.
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Triangulation Généralités

Obtention d’une triangulation

La séparation d’un polygone en triangles à l’aide d’un nombre
maximal de diagonales sans intersection est une triangulation du
polygone.

Chapter 3
POLYGON TRIANGULATION

3.1 Guarding and Triangulations

If we want to define the art gallery problem more precisely, we should first
formalize the notion of gallery. A gallery is, of course, a 3-dimensional space,
but a floor plan gives us enough information to place the cameras. Therefore we
model a gallery as a polygonal region in the plane. We further restrict ourselves
to regions that are simple polygons, that is, regions enclosed by a single closed
polygonal chain that does not intersect itself. Thus we do not allow regions with
holes. A camera position in the gallery corresponds to a point in the polygon. A
camera sees those points in the polygon to which it can be connected with an
open segment that lies in the interior of the polygon.

How many cameras do we need to guard a simple polygon? This clearly
depends on the polygon at hand: the more complex the polygon, the more
cameras are required. We shall therefore express the bound on the number of
cameras needed in terms of n, the number of vertices of the polygon. But even
when two polygons have the same number of vertices, one can be easier to guard
than the other. A convex polygon, for example, can always be guarded with one
camera. To be on the safe side we shall look at the worst-case scenario, that is,
we shall give a bound that is good for any simple polygon with n vertices. (It
would be nice if we could find the minimum number of cameras for the specific
polygon we are given, not just a worst-case bound. Unfortunately, the problem
of finding the minimum number of cameras for a given polygon is NP-hard.)

Let P be a simple polygon with n vertices. Because P may be a complicated
shape, it seems difficult to say anything about the number of cameras we need
to guard P. Hence, we first decompose P into pieces that are easy to guard,
namely triangles. We do this by drawing diagonals between pairs of vertices.

Figure 3.2
A simple polygon and a possible

triangulation of it

A diagonal is an open line segment that connects two vertices of P and lies in
the interior of P. A decomposition of a polygon into triangles by a maximal
set of non-intersecting diagonals is called a triangulation of the polygon—see
Figure 3.2. (We require that the set of non-intersecting diagonals be maximal to
ensure that no triangle has a polygon vertex in the interior of one of its edges.
This could happen if the polygon has three consecutive collinear vertices.)
Triangulations are usually not unique; the polygon in Figure 3.2, for example,
can be triangulated in many different ways. We can guard P by placing a camera
in every triangle of a triangulation TP of P. But does a triangulation always
exist? And how many triangles can there be in a triangulation? The following
theorem answers these questions.

46

[1]

Les triangulations ne sont, en général, pas uniques.
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Triangulation Généralités

Obtention d’une triangulation

Le théorème suivant se veut rassurant :

Théorème 3.1
Tout polygone simple admet une triangulation, et toute triangulation
d’un polygone simple à n côtés comporte exactement n − 2 triangles.

En effet,

il garantit l’existence d’une triangulation ; et

il détermine la complexité de celle-ci.
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Triangulation Généralités

Obtention d’une triangulation

Dans le cas d’un nuage de points 3D, on projette ceux-ci sur un plan
et l’enveloppe convexe 2D des points projetés est le polygone A dont
on cherche la triangulation.

Chapter 9
DELAUNAY TRIANGULATIONS

doesn’t look very natural. Therefore our approach for approximating a terrain
is as follows. We first determine a triangulation of P: a planar subdivision
whose bounded faces are triangles and whose vertices are the points of P. (We
assume that the sample points are such that we can make the triangles cover
the domain of the terrain.) We then lift each sample point to its correct height,
thereby mapping every triangle in the triangulation to a triangle in 3-space.
Figure 9.2 illustrates this. What we get is a polyhedral terrain, the graph of a
continuous function that is piecewise linear. We can use the polyhedral terrain
as an approximation of the original terrain.

Figure 9.2
Obtaining a polyhedral terrain from a

set of sample points

The question remains: how do we triangulate the set of sample points? In
general, this can be done in many different ways. But which triangulation is the
most appropriate one for our purpose, namely to approximate a terrain? There
is no definitive answer to this question. We do not know the original terrain, we
only know its height at the sample points. Since we have no other information,
and the height at the sample points is the correct height for any triangulation, all
triangulations of P seem equally good. Nevertheless, some triangulations look
more natural than others. For example, have a look at Figure 9.3, which shows
two triangulations of the same point set. From the heights of the sample points
we get the impression that the sample points were taken from a mountain ridge.
Triangulation (a) reflects this intuition. Triangulation (b), however, where one
single edge has been “flipped,” has introduced a narrow valley cutting through
the mountain ridge. Intuitively, this looks wrong. Can we turn this intuition into
a criterion that tells us that triangulation (a) is better than triangulation (b)?
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The problem with triangulation (b) is that the height of the point q is deter-192

Section 9.1
TRIANGULATIONS OF PLANAR POINT

SETS

mined by two points that are relatively far away. This happens because q lies in
the middle of an edge of two long and sharp triangles. The skinniness of these
triangles causes the trouble. So it seems that a triangulation that contains small
angles is bad. Therefore we will rank triangulations by comparing their smallest
angle. If the minimum angles of two triangulations are identical, then we can
look at the second smallest angle, and so on. Since there is only a finite number
of different triangulations of a given point set P, this implies that there must be
an optimal triangulation, one that maximizes the minimum angle. This will be
the triangulation we are looking for.

9.1 Triangulations of Planar Point Sets

Let P := {p1, p2, . . . , pn} be a set of points in the plane. To be able to formally
define a triangulation of P, we first define a maximal planar subdivision as
a subdivision S such that no edge connecting two vertices can be added to
S without destroying its planarity. In other words, any edge that is not in S

intersects one of the existing edges. A triangulation of P is now defined as a
maximal planar subdivision whose vertex set is P.

With this definition it is obvious that a triangulation exists. But does it
consist of triangles? Yes, every face except the unbounded one must be a
triangle: a bounded face is a polygon, and we have seen in Chapter 3 that any
polygon can be triangulated. What about the unbounded face? It is not difficult
to see that any segment connecting two consecutive points on the boundary of
the convex hull of P is an edge in any triangulation T. This implies that the

convex hull boundary

union of the bounded faces of T is always the convex hull of P, and that the
unbounded face is always the complement of the convex hull. (In our application
this means that if the domain is a rectangular area, say, we have to make sure
that the corners of the domain are included in the set of sample points, so that
the triangles in the triangulation cover the domain of the terrain.) The number
of triangles is the same in any triangulation of P. This also holds for the number
of edges. The exact numbers depend on the number of points in P that are on
the boundary of the convex hull of P. (Here we also count points in the interior
of convex hull edges. Hence, the number of points on the convex hull boundary
is not necessarily the same as the number of convex hull vertices.) This is made
precise in the following theorem.

Theorem 9.1 Let P be a set of n points in the plane, not all collinear, and let k
denote the number of points in P that lie on the boundary of the convex hull
of P. Then any triangulation of P has 2n−2− k triangles and 3n−3− k edges.

Proof. Let T be a triangulation of P, and let m denote the number of triangles
of T. Note that the number of faces of the triangulation, which we denote by
n f , is m + 1. Every triangle has three edges, and the unbounded face has k
edges. Furthermore, every edge is incident to exactly two faces. Hence, the
total number of edges of T is ne := (3m+ k)/2. Euler’s formula tells us that

n−ne +n f = 2. 193

[1]
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Triangulation Généralités

Obtention d’une triangulation

Soit T une triangulation d’un ensemble de points P composée de m
triangles. On s’intéresse aux 3m angles formant les m triangles de
T triés en ordre croissant.

On note par
α1, α2, . . . , α3m

cette séquence d’angles, avec αi ≤ αj si i < j .

On appelle α(T ) = (α1, α2, . . . , α3m) le vecteur-angle de T .
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Triangulation Généralités

Obtention d’une triangulation

Soit T ′ une autre triangulation de P, et soit α(T ′) = (α′1, α
′
2, . . . , α

′
3m)

son vecteur-angle. On dira que α(T ) > α(T ′) s’il existe une position i ,
avec 1 ≤ i ≤ 3m, telle que

αj = α′j pour tout j < i et αi > α′i .

Une triangulation de P est dite angle-optimale si α(T ) > α(T ′) pour
toutes les autres triangulations T ′ de P.

Une triangulation angle-optimale maximisera le plus petit angle
parmi l’ensemble des triangulations possibles.
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Triangulation Généralités

Obtention d’une triangulation

Considérons une arête e = pipj faisant partie d’une triangulation T
d’un ensemble de points P.

Si e ne fait pas partie de l’enveloppe convexe de la triangulation, on
sait qu’elle est partagée par deux triangles 4pipjpk et 4pipjpl .

Chapter 9
DELAUNAY TRIANGULATIONS

Plugging the values for ne and n f into the formula, we get m = 2n−2−k, which
in turn implies ne = 3n−3− k.

Let T be a triangulation of P, and suppose it has m triangles. Consider the
3m angles of the triangles of T, sorted by increasing value. Let α1,α2, . . . ,α3m
be the resulting sequence of angles; hence, αi ! α j, for i < j. We call A(T) :=
(α1,α2, . . . ,α3m) the angle-vector of T. Let T′ be another triangulation of the
same point set P, and let A(T′) := (α ′

1,α ′
2, . . . ,α ′

3m) be its angle-vector. We
say that the angle-vector of T is larger than the angle-vector of T′ if A(T) is
lexicographically larger than A(T′), or, in other words, if there exists an index i
with 1 ! i ! 3m such that

α j = α ′
j for all j < i, and αi > α ′

i .

We denote this as A(T) > A(T′). A triangulation T is called angle-optimal if
A(T) " A(T′) for all triangulations T′ of P. Angle-optimal triangulations are
interesting because, as we have seen in the introduction to this chapter, they are
good triangulations if we want to construct a polyhedral terrain from a set of
sample points.

Below we will study when a triangulation is angle-optimal. To do this it is
useful to know the following theorem, often called Thales’s Theorem. Denote
the smaller angle defined by three points p, q, r by #pqr.

! C

p

q

r

s

a

b

Theorem 9.2 Let C be a circle, ! a line intersecting C in points a and b, and p,
q, r, and s points lying on the same side of !. Suppose that p and q lie on C, that
r lies inside C, and that s lies outside C. Then

#arb > #apb = #aqb > #asb.

Now consider an edge e = pi p j of a triangulation T of P. If e is not an edge
of the unbounded face, it is incident to two triangles pi p j pk and pi p j pl . If these
two triangles form a convex quadrilateral, we can obtain a new triangulation
T′ by removing pi p j from T and inserting pk pl instead. We call this operation
an edge flip. The only difference in the angle-vector of T and T′ are the six

Figure 9.4
Flipping an edge
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1, . . . ,α ′

6 in A(T′). Figure 9.4
illustrates this. We call the edge e = pi p j an illegal edge if

min
1!i!6

αi < min
1!i!6

α ′
i .194

[1]
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Triangulation Généralités

Obtention d’une triangulation

Une nouvelle triangulation T ′ de P peut alors être obtenue en
remplaçant l’arête pipj par l’arête pkpl .

Chapter 9
DELAUNAY TRIANGULATIONS

Plugging the values for ne and n f into the formula, we get m = 2n−2−k, which
in turn implies ne = 3n−3− k.

Let T be a triangulation of P, and suppose it has m triangles. Consider the
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A(T) " A(T′) for all triangulations T′ of P. Angle-optimal triangulations are
interesting because, as we have seen in the introduction to this chapter, they are
good triangulations if we want to construct a polyhedral terrain from a set of
sample points.

Below we will study when a triangulation is angle-optimal. To do this it is
useful to know the following theorem, often called Thales’s Theorem. Denote
the smaller angle defined by three points p, q, r by #pqr.
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q, r, and s points lying on the same side of !. Suppose that p and q lie on C, that
r lies inside C, and that s lies outside C. Then

#arb > #apb = #aqb > #asb.

Now consider an edge e = pi p j of a triangulation T of P. If e is not an edge
of the unbounded face, it is incident to two triangles pi p j pk and pi p j pl . If these
two triangles form a convex quadrilateral, we can obtain a new triangulation
T′ by removing pi p j from T and inserting pk pl instead. We call this operation
an edge flip. The only difference in the angle-vector of T and T′ are the six
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[1]

Ainsi, les seules différences entre les deux vecteur-angles sont les
six angles α1, . . . , α6 dans α(T ) qui sont remplacés par α′1, . . . , α

′
6

dans α(T ′).
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Triangulation Généralités

Obtention d’une triangulation

On dira que l’arête e = pipj est illégale si min
1≤i≤6

αi < min
1≤i≤6

α′i .

Chapter 9
DELAUNAY TRIANGULATIONS

Plugging the values for ne and n f into the formula, we get m = 2n−2−k, which
in turn implies ne = 3n−3− k.

Let T be a triangulation of P, and suppose it has m triangles. Consider the
3m angles of the triangles of T, sorted by increasing value. Let α1,α2, . . . ,α3m
be the resulting sequence of angles; hence, αi ! α j, for i < j. We call A(T) :=
(α1,α2, . . . ,α3m) the angle-vector of T. Let T′ be another triangulation of the
same point set P, and let A(T′) := (α ′

1,α ′
2, . . . ,α ′

3m) be its angle-vector. We
say that the angle-vector of T is larger than the angle-vector of T′ if A(T) is
lexicographically larger than A(T′), or, in other words, if there exists an index i
with 1 ! i ! 3m such that

α j = α ′
j for all j < i, and αi > α ′

i .

We denote this as A(T) > A(T′). A triangulation T is called angle-optimal if
A(T) " A(T′) for all triangulations T′ of P. Angle-optimal triangulations are
interesting because, as we have seen in the introduction to this chapter, they are
good triangulations if we want to construct a polyhedral terrain from a set of
sample points.

Below we will study when a triangulation is angle-optimal. To do this it is
useful to know the following theorem, often called Thales’s Theorem. Denote
the smaller angle defined by three points p, q, r by #pqr.

! C

p

q

r

s

a

b

Theorem 9.2 Let C be a circle, ! a line intersecting C in points a and b, and p,
q, r, and s points lying on the same side of !. Suppose that p and q lie on C, that
r lies inside C, and that s lies outside C. Then

#arb > #apb = #aqb > #asb.

Now consider an edge e = pi p j of a triangulation T of P. If e is not an edge
of the unbounded face, it is incident to two triangles pi p j pk and pi p j pl . If these
two triangles form a convex quadrilateral, we can obtain a new triangulation
T′ by removing pi p j from T and inserting pk pl instead. We call this operation
an edge flip. The only difference in the angle-vector of T and T′ are the six

Figure 9.4
Flipping an edge

α ′
1

α ′
4

α ′
3

α ′
5

α ′
2

α ′
6

pi

p j

pk

pl

pi
α4

α1

α3

α5

α2

α6

p j

pk

pl

edge flip

angles α1, . . . ,α6 in A(T), which are replaced by α ′
1, . . . ,α ′

6 in A(T′). Figure 9.4
illustrates this. We call the edge e = pi p j an illegal edge if

min
1!i!6

αi < min
1!i!6

α ′
i .194

[1]

En d’autres mots, si une arête est illégale, on peut augmenter
localement la valeur du plus petit angle en permutant les arêtes.
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Triangulation Généralités

Obtention d’une triangulation

Soit T une triangulation possédant une arête illégale e et soit T ′ la
triangulation obtenue en permutant e. On aura alors que
α(T ′) > α(T ).

On définit alors le concept de triangulation légale comme étant une
triangulation ne contenant aucune arête illégale.

De plus, toute triangulation angle-optimale est légale.
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Triangulation Généralités

Obtention d’une triangulation

En utilisant cette définition, l’obtention d’une triangulation légale à
partir d’une triangulation initiale est fort simple : il suffit de faire
permuter des arêtes jusqu’à ce qu’elles soient toutes légales.

Comme il existe un nombre fini de triangulations pour un ensemble de
points P, cette méthode fournira assurément une triangulation légale.
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Triangulation Généralités

Obtention d’une triangulation

Cela dit, cette technique est trop lente pour être intéressante en
pratique. De plus, on ne peut garantir l’obtention d’une
triangulation angle-optimale par cette méthode, puisque le résultat
obtenu dépend du point de départ.

On prendra plutôt un long détour pour trouver la triangulation
souhaitée...
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Diagrammes de Voronoï

1 Introduction

2 Triangulation
Généralités
Diagrammes de Voronoï
Triangulation de Delaunay

3 Références
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Diagrammes de Voronoï (Principe de base)

Soit P un ensemble de n points distincts sur le plan, appelés sites.

Le diagramme de Voronoï de P est la subdivision du plan en n
cellules (une pour chaque site) telle qu’un point q /∈ P est dans la
cellule correspondante à un site pi ∈ P si et seulement si

d(q,pi) < d(q,pj) pour tout pj ∈ P avec i 6= j ,

où d(p,q) est la distance euclidienne entre les points p et q.
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Diagrammes de Voronoï (Principe de base)

Dans le diagramme de droite,

Vor(P) est le diagramme de
Voronoï associé à P
V(pi) est la cellule associée
au site pi

q est un point quelconque
absent de P
e est une arête de Voronoï
v est un sommet de Voronoï

q /2 P

pi
V(pi)

v

e

Vor(P )
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Principe de base

Si P contient seulement deux points, p1
et p2, alors la droite bissectrice sépare le
plan en 2 demi-plans, h(p1,p2) et
h(p2,p1).

De plus, cette droite est la seule arrête
du diagramme de Voronoï associé à P.

p1 p2

V(p1) V(p2)
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Principe de base

Lorsqu’on ajoute un point à P, on
ajoute une bissectrice pour
chacune des paires de points.

Une cellule est l’intersection de
plusieurs demi-plans :

V(pi) =
⋂

1≤j≤n
i 6=j

h(pi ,pj)

V(pi)

pi
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Principe de base

Un point q /∈ P est sur une arête de Vor(P) entre les sites pi et pj si
et seulement si le plus grand cercle vide centré en q touche
seulement à pi et pj .
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Principe de base

Un point q /∈ P est un sommet de Vor(P) entre les sites pi et pj si et
seulement si le plus grand cercle vide centré en q touche seulement
à au moins trois sites.
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Principe de base

Notons que ce ne sont pas toutes les bissectrices ni toutes les
intersections de bissectrices qui sont dans Vor(P).
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Algorithme de Fortune

L’algorithme de Fortune est une approche par balayage d’une droite
d de haut en bas de l’ensemble des sites.

d 
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Algorithme de Fortune

L’idée est de maintenir une représentation des positions des points qui
sont plus près d’un site pi au dessus de d que de d .

d 

Cette représentation ne changera plus, car un tel point est forcément
plus près de d que de tous les sites en dessous de d .
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Algorithme de Fortune

On peut caractériser analytiquement la ligne d’équidistance entre un
point et une droite par une parabole qui s’évase à mesure que la
droite s’éloigne du point.

d 

d 
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Algorithme de Fortune

Si on a plusieurs sites, chacun d’eux est représenté par une parabole
différente. La ligne de front des paraboles est appelée ligne de plage.

d 

Ligne de plage 
(en vert) 
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Algorithme de Fortune

Une arête du diagramme de Voronoï correspond aux intersections des
paraboles. La position des intersections évolue à mesure que d
descend.

Chapter 7
VORONOI DIAGRAMS

sweep paradigm we move a horizontal sweep line ! from top to bottom over
the plane. The paradigm involves maintaining the intersection of the Voronoi
diagram with the sweep line. Unfortunately this is not so easy, because the part
of Vor(P) above ! depends not only on the sites that lie above ! but also on sites
below !. Stated differently, when the sweep line reaches the topmost vertex
of the Voronoi cell V(pi) it has not yet encountered the corresponding site pi.
Hence, we do not have all the information needed to compute the vertex. We are
forced to apply the plane sweep paradigm in a slightly different fashion: instead
of maintaining the intersection of the Voronoi diagram with the sweep line, we
maintain information about the part of the Voronoi diagram of the sites above !
that cannot be changed by sites below !.

Denote the closed half-plane above ! by !+. What is the part of the Voronoi
diagram above ! that cannot be changed anymore? In other words, for which
points q ∈ !+ do we know for sure what their nearest site is? The distance of

!

a point q ∈ !+ to any site below ! is greater than the distance of q to ! itself.
Hence, the nearest site of q cannot lie below ! if q is at least as near to some site
pi ∈ !+ as q is to !. The locus of points that are closer to some site pi ∈ !+ than
to ! is bounded by a parabola. Hence, the locus of points that are closer to any
site above ! than to ! itself is bounded by parabolic arcs. We call this sequence

!

of parabolic arcs the beach line. Another way to visualize the beach line is the
following. Every site pi above the sweep line defines a complete parabola βi.
The beach line is the function that—for each x-coordinate—passes through the
lowest point of all parabolas.

Observation 7.5 The beach line is x-monotone, that is, every vertical line
intersects it in exactly one point.

It is easy to see that one parabola can contribute more than once to the beach
line. We’ll worry later about how many pieces there can be. Notice that the
breakpoints between the different parabolic arcs forming the beach line lie on
edges of the Voronoi diagram. This is not a coincidence: the breakpoints exactly
trace out the Voronoi diagram while the sweep line moves from top to bottom.
These properties of the beach line can be proved using elementary geometric
arguments.

So, instead of maintaining the intersection of Vor(P) with ! we maintain
the beach line as we move our sweep line !. We do not maintain the beach line
explicitly, since it changes continuously as ! moves. For the moment let’s ignore
the issue of how to represent the beach line until we understand where and how
its combinatorial structure changes. This happens when a new parabolic arc
appears on it, and when a parabolic arc shrinks to a point and disappears.

First we consider the events where a new arc appears on the beach line. One
occasion where this happens is when the sweep line ! reaches a new site. The
parabola defined by this site is at first a degenerate parabola with zero width: a
vertical line segment connecting the new site to the beach line. As the sweep
line continues to move downward the new parabola gets wider and wider. The
part of the new parabola below the old beach line is now a part of the new beach152

[1]

Ce qui est au dessus de la ligne de plage ne change plus.
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Algorithme de Fortune

À mesure que la droite d descend et parcourt l’ensemble des sites,
deux événements peuvent survenir :

d rencontre un site

un arc de parabole disparaît
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Algorithme de Fortune

Lorsque d rencontre un site, une nouvelle parabole est créée, ce qui
modifie la ligne de plage, et une nouvelle arête s’ajoute au
diagramme.

d d 
d 
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Algorithme de Fortune

Lorsqu’un arc de parabole diminue et disparaît au point q, un
nouveau sommet et une nouvelle arête s’ajoutent au diagramme.

d 
d 

d q q 
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

Algorithme de Fortune

De plus, lors de la disparition d’un arc de parabole au point q, au
moins trois sites sont sur la frontière d’un cercle vide centré en q.

l 
équidistance 

d 

q 

Techniques de base en visualisation 43 / 78



Triangulation Diagrammes de Voronoï

Algorithme de Fortune

Pour l’implantation de l’algorithme de Fortune pour la construction d’un
diagramme de Voronoï, on utilise deux structures de données :

Un arbre binaire de recherche balancé pour stocker la ligne de
plage ;

Une liste d’arêtes doublement chaînée pour stocker le
diagramme de Voronoï en construction.

La liste d’arêtes doublement chaînée (doubly-connected edge list,
ou DCEL), à la base, est une structure élaborée pour stocker une
subdivision du plan.
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

DCEL

Ainsi, une DCEL sert à représenter en mémoire une subdivision
planaire, mais son fonctionnement se prête très bien au stockage d’un
diagramme de Voronoï.

Pour y arriver, on définit un rectangle englobant tous les points formant
le diagramme de Voronoï :

Section 7.2
COMPUTING THE VORONOI DIAGRAM

on !. There cannot be a site in the interior of this circle: such a site would be
closer to q than q is to !, contradicting the fact that q is on the beach line. It
follows that the point q is a vertex of the Voronoi diagram. This is not very
surprising, since we observed earlier that the breakpoints on the beach line trace
out the Voronoi diagram. So when an arc disappears from the beach line and
two breakpoints meet, two edges of the Voronoi diagram meet as well. We call
the event where the sweep line reaches the lowest point of a circle through three
sites defining consecutive arcs on the beach line a circle event. From the above
we can conclude the following lemma.

Lemma 7.7 The only way in which an existing arc can disappear from the beach
line is through a circle event.

Now we know where and how the combinatorial structure of the beach line
changes: at a site event a new arc appears, and at a circle event an existing
arc drops out. We also know how this relates to the Voronoi diagram under
construction: at a site event a new edge starts to grow, and at a circle event
two growing edges meet to form a vertex. It remains to find the right data
structures to maintain the necessary information during the sweep. Our goal
is to compute the Voronoi diagram, so we need a data structure that stores
the part of the Voronoi diagram computed thus far. We also need the two
‘standard’ data structures for any sweep line algorithm: an event queue and a
structure that represents the status of the sweep line. Here the latter structure is
a representation of the beach line. These data structures are implemented in the
following way.

We store the Voronoi diagram under construction in our usual data struc-
ture for subdivisions, the doubly-connected edge list. A Voronoi diagram,
however, is not a true subdivision as defined in Chapter 2: it has edges
that are half-lines or full lines, and these cannot be represented in a doubly-
connected edge list. During the construction this is not a problem, because
the representation of the beach line—described next—will make it possible
to access the relevant parts of the doubly-connected edge list efficiently
during its construction. But after the computation is finished we want to
have a valid doubly-connected edge list. To this end we add a big bounding
box to our scene, which is large enough so that it contains all vertices of
the Voronoi diagram. The final subdivision we compute will then be the
bounding box plus the part of the Voronoi diagram inside it.

The beach line is represented by a balanced binary search tree T; it is the
status structure. Its leaves correspond to the arcs of the beach line—which
is x-monotone—in an ordered manner: the leftmost leaf represents the
leftmost arc, the next leaf represents the second leftmost arc, and so on.
Each leaf µ stores the site that defines the arc it represents. The internal
nodes of T represent the breakpoints on the beach line. A breakpoint is
stored at an internal node by an ordered tuple of sites 〈pi, p j〉, where pi
defines the parabola left of the breakpoint and p j defines the parabola to the
right. Using this representation of the beach line, we can find in O(logn) 155

[1]
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

DCEL

Une DCEL contient un enregistrement pour chaque région, chaque
arête et chaque sommet du diagramme de Voronoï.

Région

Arête

Sommet
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

DCEL

L’information géométrique et topologique contenue dans la DCEL
doit permettre d’effectuer les opérations de base suivantes :

Faire le tour d’une région en passant par chacune de ses
arêtes ;

Accéder à une région à partir d’une région adjacente en
connaissant l’arrête commune ;

Visiter toutes les arêtes ayant comme extrémité un point donné.
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

DCEL

Pour pouvoir effectuer la première tâche, c’est-à-dire se promener
d’une arête à l’autre autour d’une région, on doit stocker un pointeur
de l’arête vers la suivante.

Qui plus est, ce n’est pas très forçant de permettre en plus le parcours
dans l’autre sens. Il suffit alors de conserver aussi un pointeur vers
l’arête précédente.
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DCEL
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

DCEL

Comme une arête se trouve habituellement sur la frontière de deux
régions, on devra stocker deux paires de pointeurs.

Il devient alors pertinent de voir les deux côtés d’une arête e comme
deux demi-arêtes distinctes e1 et e2, de manière à définir sans
ambiguïtés les deux paires d’arêtes précédente et suivante, dans le
sens antihoraire (par convention).

Cela a aussi comme conséquence plaisante qu’une demi-arête sera
sur la bordure d’une seule région.
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DCEL
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

DCEL

Les deux demi-arêtes associées à une arête sont appelés jumeaux.

Soit une demi-arête e. Définir la demi arête suivante dans le sens
antihoraire a pour conséquence que la région bornée par celle-ci se
trouvera toujours du côté gauche.
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

DCEL

Comme les arêtes sont orientées, on peut parler de point d’origine et
de point d’arrivée de celles-ci.

Si une arête e possède v comme point d’origine et w comme point
d’arrivée, alors son arête jumelle a w comme point de départ et v
comme point d’arrivée.
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Triangulation Diagrammes de Voronoï

DCEL

Finalement, un enregistrement de région dans la liste doit posséder un
pointeur vers une demi-arête sur sa frontière, de manière à
permettre d’en faire le tour.

Une situation qui n’a pas encore été gérée est celle des trous dans
une région.

Dans ce cas, en parcourant les arêtes formant le trou dans le sens
antihoraire, on aura que la région se trouvera à la droite de celles-ci.
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DCEL

Comme il est préférable de toujours avoir les régions du même côté
des arêtes (à gauche), on choisira de parcourir les arêtes dans le
sens horaire dans le cas d’un trou dans une région.
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DCEL

La gestion des trous dans les régions signifie aussi que le fait de
posséder un unique pointeur vers une des demi-arêtes composant
son contour n’est plus suffisant.

Il est plutôt nécessaire pour une région de posséder un pointeur vers
une demi-arête de chaque frontière qui la compose, que celle-ci
soit associée au contour ou à un trou dans la région.
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DCEL

En résumé, une DCEL compte trois collections d’enregistrements :
une pour les sommets, une pour les régions et une pour les
demi-arêtes.

L’enregistrement pour un sommet v comprend les coordonnées de
v ainsi qu’un pointeur vers une quelconque demi-arête ayant v comme
extrémité.

L’enregistrement pour une région f stocke quant à elle un pointeur
vers une quelconque demi-arête sur sa bordure, de même qu’une liste
de pointeurs vers une demi arête quelconque faisant partie de la
frontière de chaque trou dans la région.
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DCEL

Finalement, l’enregistrement pour une demi-arête e doit inclure

Un pointeur vers son sommet d’origine ;

Un pointeur vers sa demi-arête jumelle ;

Un pointeur vers la région qu’il borne.

Il n’est toutefois pas nécessaire de stocker un pointeur vers son
sommet d’arrivée, puisque celui-ci correspond à l’origine de la
demi-arrête jumelle.
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DCEL

L’enregistrement d’une demi-arête doit aussi contenir des pointeurs
vers les arêtes suivante et précédente.

Les enregistrements pour les sommet et les arêtes occupent une
quantité de mémoire fixe, tandis que l’espace occupé par un
enregistrement de région est variable en raison de la liste de
pointeurs vers les trous dans la région.
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Algorithme de Fortune

Section 7.2
COMPUTING THE VORONOI DIAGRAM

it is deleted from Q. This can easily be done using the pointers we have from
the leaves in T to the corresponding circle events in Q.

Lemma 7.8 Every Voronoi vertex is detected by means of a circle event.

Proof. For a Voronoi vertex q, let pi, p j, and pk be the three sites through which
a circle C(pi, p j, pk) passes with no sites in the interior. By Theorem 7.4, such a
circle and three sites indeed exist. For simplicity we only prove the case where
no other sites lie on C(pi, p j, pk), and the lowest point of C(pi, p j, pk) is not
one of the defining sites. Assume without loss of generality that from the lowest
point of C(pi, p j, pk), the clockwise traversal of C(pi, p j, pk) encounters the
sites pi, p j, pk in this order.

We must show that just before the sweep line reaches the lowest point of
C(pi, p j, pk), there are three consecutive arcs α , α ′ and α ′′ on the beach line
defined by the sites pi, p j, and pk. Only then will the circle event take place.
Consider the sweep line an infinitesimal amount before it reaches the lowest
point of C(pi, p j, pk). Since C(pi, p j, pk) doesn’t contain any other sites inside p j

pi

pk

C(pi, p j, pk)or on it, there exists a circle through pi and p j that is tangent to the sweep line,
and doesn’t contain sites in the interior. So there are adjacent arcs on the beach
line defined by pi and p j. Similarly, there are adjacent arcs on the beach line
defined by p j and pk. It is easy to see that the two arcs defined by p j are actually
the same arc, and it follows that there are three consecutive arcs on the beach
line defined by pi, p j, and pk. Therefore, the corresponding circle event is in Q

just before the event takes place, and the Voronoi vertex is detected.

We can now describe the plane sweep algorithm in detail. Notice that after
all events have been handled and the event queue Q is empty, the beach line
hasn’t disappeared yet. The breakpoints that are still present correspond to the
half-infinite edges of the Voronoi diagram. As stated earlier, a doubly-connected
edge list cannot represent half-infinite edges, so we must add a bounding box
to the scene to which these edges can be attached. The overall structure of the
algorithm is as follows.

Algorithm VORONOIDIAGRAM(P)
Input. A set P := {p1, . . . , pn} of point sites in the plane.
Output. The Voronoi diagram Vor(P) given inside a bounding box in a doubly-

connected edge list D.
1. Initialize the event queue Q with all site events, initialize an empty status

structure T and an empty doubly-connected edge list D.
2. while Q is not empty
3. do Remove the event with largest y-coordinate from Q.
4. if the event is a site event, occurring at site pi
5. then HANDLESITEEVENT(pi)
6. else HANDLECIRCLEEVENT(γ), where γ is the leaf of T repre-

senting the arc that will disappear
7. The internal nodes still present in T correspond to the half-infinite edges of

the Voronoi diagram. Compute a bounding box that contains all vertices of
the Voronoi diagram in its interior, and attach the half-infinite edges to the
bounding box by updating the doubly-connected edge list appropriately. 157
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8. Traverse the half-edges of the doubly-connected edge list to add the cell
records and the pointers to and from them.

The procedures to handle the events are defined as follows.

HANDLESITEEVENT(pi)
1. If T is empty, insert pi into it (so that T consists of a single leaf storing pi)

and return. Otherwise, continue with steps 2– 5.
2. Search in T for the arc α vertically above pi. If the leaf representing α has

a pointer to a circle event in Q, then this circle event is a false alarm and it
must be deleted from Q.

3. Replace the leaf of T that represents α with a subtree having three leaves.
The middle leaf stores the new site pi and the other two leaves store the site
p j that was originally stored with α . Store the tuples 〈p j, pi〉 and 〈pi, p j〉
representing the new breakpoints at the two new internal nodes. Perform
rebalancing operations on T if necessary.

4. Create new half-edge records in the Voronoi diagram structure for the
edge separating V(pi) and V(p j), which will be traced out by the two new
breakpoints.

5. Check the triple of consecutive arcs where the new arc for pi is the left arc
to see if the breakpoints converge. If so, insert the circle event into Q and
add pointers between the node in T and the node in Q. Do the same for the
triple where the new arc is the right arc.

HANDLECIRCLEEVENT(γ)
1. Delete the leaf γ that represents the disappearing arc α from T. Update

the tuples representing the breakpoints at the internal nodes. Perform
rebalancing operations on T if necessary. Delete all circle events involving
α from Q; these can be found using the pointers from the predecessor and
the successor of γ in T. (The circle event where α is the middle arc is
currently being handled, and has already been deleted from Q.)

2. Add the center of the circle causing the event as a vertex record to the
doubly-connected edge list D storing the Voronoi diagram under construc-
tion. Create two half-edge records corresponding to the new breakpoint
of the beach line. Set the pointers between them appropriately. Attach the
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Lemma 7.9 The algorithm runs in O(n logn) time and it uses O(n) storage.

Proof. The primitive operations on the tree T and the event queue Q, such
as inserting or deleting an element, take O(logn) time each. The primitive
operations on the doubly-connected edge list take constant time. To handle
an event we do a constant number of such primitive operations, so we spend158
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three new records to the half-edge records that end at the vertex.

3. Check the new triple of consecutive arcs that has the former left neighbor
of α as its middle arc to see if the two breakpoints of the triple converge.
If so, insert the corresponding circle event into Q. and set pointers between
the new circle event in Q and the corresponding leaf of T. Do the same for
the triple where the former right neighbor is the middle arc.

Lemma 7.9 The algorithm runs in O(n logn) time and it uses O(n) storage.

Proof. The primitive operations on the tree T and the event queue Q, such
as inserting or deleting an element, take O(logn) time each. The primitive
operations on the doubly-connected edge list take constant time. To handle
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Triangulation Triangulation de Delaunay

Méthode duale

Soit P un ensemble de n points et Vor(P), son diagramme de Voronoï.
On définit G(P) comme le graphe dual de Vor(P).

On a donc que

Pour chaque cellule de Vor(P), il y a un sommet dans G(P).

Pour chaque arête de Vor(P), il y a une arête dans G(P).

Pour chaque sommet de Vor(P), il y a une cellule bornée dans
G(P).
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Méthode duale
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Triangulation Triangulation de Delaunay

Méthode duale

On appelle graphe de Delaunay, noté GD(P), le graphe G(P) où les
arêtes sont des segments de droite entre les sommets.
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Triangulation Triangulation de Delaunay

Méthode duale

Le graphe de Delaunay n’est pas nécessairement une triangulation.

Si un sous-ensemble de plus de trois points de P se trouve sur un
même cercle vide, ces points forment un polygone convexe vide.
Cela se produit lorsqu’un sommet de Vor(P) à un degré supérieur à 3.
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Triangulation Triangulation de Delaunay

Méthode duale

La triangulation de Delaunay, notée T D(P), est obtenue en ajoutant
0 ou plus arêtes au graphe de Delaunay GD(P).

On ajoute le segment maximisant localement l’angle minimal.
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Triangulation Triangulation de Delaunay

Méthode duale

La triangulation de Delaunay est toujours légale. Elle est aussi
angle-optimale.

Le problème de trouver une triangulation qui maximise l’angle
minimum est donc réduit à trouver une triangulation de Delaunay.

IMN459 - Fondements de la vision par ordinateur Notes de cours

Algorithme 7.2 Trouver une triangulation de Delaunay pour P
ENTRÉES: Ensemble de points P
SORTIES: T D(P)

1: Calculer Vor(P)

2: Trouver le graphe dual G(P)

3: Redresser les arêtes pour obtenir GD(P)

4: Ajouter des arêtes pour terminer la triangulation au besoin

OU

a) Méthode incrémentale aléatoire

Algorithme 7.3 Trouver une triangulation de Delaunay pour P par la méthode incrémentale aléatoire
ENTRÉES: Ensemble de points P
SORTIES: T D(P)

1: Initialiser la triangulation avec un triangle assez gros, de telle sorte qu’il entoure tous les points de

P
2: Choisir un point de P au hasard : pr

3: Trouver le triangle dans lequel se trouve pr

4: Subdiviser ce triangle en 3 triangles plus petits ayant pr comme sommet

5: Tourner des arêtes jusqu’à ce que toutes les arêtes soient légales

6: Répéter les étapes 2, 3, 4 et 5 jusqu’à ce que tous les points de P soient dans la triangulation

7: Enlever les 3 points du triangle englobant et tous les triangles reliés

ACÉTATE
47

-

130

7.2 Nuage volumique

Objectif : Visualiser les images volumiques

105
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Triangulation Triangulation de Delaunay

Méthode incrémentale

D’autres méthodes permettent d’obtenir la triangulation de Delaunay
pour un ensemble de points P.

La méthode incrémentale aléatoire en est une, et elle a l’avantage
de ne pas nécessiter le calcul du diagramme de Voronoï.
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Triangulation Triangulation de Delaunay

Méthode incrémentale
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Triangulation Triangulation de Delaunay

Méthode incrémentale

À l’étape 4, avant l’ajout de pr et la substitution, toutes les arêtes
sont légales.

Deux cas sont alors possibles lors de l’ajout d’un point :

pr tombe à l’intérieur d’un triangle
pr tombe sur une arête existante

pr
pr
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Triangulation Triangulation de Delaunay

Méthode incrémentale

À l’étape 5, on doit déterminer quelles arêtes sont illégales. Or,
après la subdivision, toutes les arêtes adjacentes à pr sont légales.

Si pr tombe à l’intérieur d’un triangle, les quadrilatères ne sont pas
convexes. On ne peut donc permuter aucune arête.

pr

pr

pr
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Triangulation Triangulation de Delaunay

Méthode incrémentale

Si pr tombe sur une arête existante, deux des quadrilatères sont
convexes. Il est par contre impossible de permuter des arêtes.

pr
pr
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Triangulation Triangulation de Delaunay

Méthode incrémentale

Une arête devient illégale si un de ses triangles adjacents a
changé. Les arêtes des nouveaux triangles qui sont non adjacentes à
pr peuvent donc être illégales.

pr
pr
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Triangulation Triangulation de Delaunay

Méthode incrémentale

Il faut donc vérifier chacun des nouveaux triangles créés :

Est-ce qu’on a un quadrilatère convexe ?

Si oui, a-t-on une arête légale ? Si ce n’est pas le cas, on permute.

Notons que comme la permutation crée deux nouveaux triangles, il
faut reprendre la vérification pour ceux-ci.
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